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Prélogo 2026

¢Por qué escribir un libro sobre los principios que subyacen a disciplinas
aparentemente inconexas?

Este trabajo surgié de una serie de interrogantes planteadas mientras cursaba la
licenciatura en Ingenierfa Eléctrica acerca de la relaciéon entre la fisica, las
matematicas y el comportamiento de los sistemas. Especificamente, sobre cémo
disciplinas aparentemente distintas terminan describiendo fenémenos mediante
estructuras matematicas formalmente equivalentes y si, desde una perspectiva
ingenieril, las matematicas pueden entenderse mas como un lenguaje de
representacion que como un mero conjunto de procedimientos.

A lo largo de la licenciatura, la variedad de asignaturas del mapa curricular
producia una sensacién de fragmentacion: cada materia parecia introducir
una terminologia propia y abordar problemas inconexos. Sin embargo,
conforme avanzaba en la carrera, comencé a percibir algo que rara vez se
enseflaba de forma explicitaz muchas de estas disciplinas no eran sino
manifestaciones de principios generales que se repetfan consistentemente. Parte
de las bases en Fisica que sustentaron esta perspectiva surgieron durante el bachillerato,
etapa en la cual el autor participé a nivel nacional en la competencia de Fisica de
CONACIBA en 2001.

Hacia el afio 2000, al finalizar la etapa de licenciatura, aquella inquietud intelectual se
consolidé en una prictica constante. La programacién, como recurso de aprendizaje
desde el bachillerato, paso a utilizarse de forma continua durante la carrera para resolver
problemas especificos. Esto incluyé el desarrollo de una herramienta en VBG para
procesar parametros de transformadores, generadores y carga eléctrica en sistemas
eléctricos distribuidos, generando dinamicamente diagramas unifilares y topologias en
anillo dentro de AutoCAD.

Poco después, en el Centro de Investigacion en Ingenierfa y Ciencias Aplicadas
(CIICAp), se desarroll6 una aplicacion en VBG6 para la ingesta, parseo y conversion de
datos no estructurados a formatos estructurados, con la cual se procesé en grandes
volumenes informacién cientifica de la APS (American Physical Society) y otras fuentes,
como parte de un proyecto de investigaciéon de ese instituto; trabajo con el cual la
universidad acredité las horas de formacion practica del autor.

Posteriormente me incorporé a un programa de formacién en C++ dentro de una
empresa tecnolégica dedicada al desarrollo de software para dispositivos PocketPC. Esta
experiencia resulté determinante: la rigurosidad sintactica y el control de estructuras en
C++ facilitaron la posterior transicién hacia otros lenguajes como Java y C# con relativa
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facilidad, ya que estos heredaban gran parte de los principios, paradigmas y modelos de
programacién presentes en C++.

A lo largo de los afios he tenido la oportunidad de aplicar estos conocimientos en
distintos sectores (energético, manufacturero, financiero y retail), participando en proyectos
relacionados con el desarrollo de software, la ingenieria de datos y la ingenieria de soporte a sistemas
criticos.

Lejos de representar ambitos independientes, estas experiencias reforzaron la
idea que habfa comenzado a tomar forma durante la licenciatura:
independientemente de si se trata de sistemas fisicos, procesos
industriales, software, sistemas empresariales en producciéon o sistemas
de ingenieria de datos a gran escala, los principios fundamentales para
comprender, modelar, controlar y asegurar su estabilidad conservan una
notable unidad conceptual.

Este es, en gran medida, el libro que me hubiera gustado leer cuando
inicié mis estudios universitarios. No un texto dedicado a presentar cientos
de técnicas o artificios matematicos para resolver ecuaciones aisladas, sino un
marco orientado a comprender los principios que vinculan estos campos del
conocimiento y a responder muchas de las preguntas que naturalmente surgen
durante los primeros semestres de una carrera de ingenietfa o de disciplinas
afines.

Preguntas tales como: ¢Por qué el estudio de la fisica, del calculo y las ecuaciones
diferenciales resulta indispensable para comprender el comportamiento de los
sistemas? ¢Para qué sirven realmente las transformadas integrales en el analisis
de ingenierfa? ;Por qué la ecuacién que describe un sistema mecanico masa-
resorte presenta una estructura matematica idéntica a la de un circuito eléctrico
RLC? (Y por qué, a pesar de la multiplicidad de sistemas, las herramientas
matematicas para analizarlos parecen ser siempre las mismas?

El razonamiento que dio origen a este trabajo se derivé de la observacién de que
muchas de esas preguntas no se responden estudiando cada disciplina de manera
aislada, sino integrando los principios fundamentales que las distintas ramas de la
ingenierfa y las ciencias aplicadas tienen en comun. Entre esos principios, el
concepto de transformacion ocupa un lugar central, al proporcionar un
marco unificado para representar un mismo sistema o fenémeno fisico
mediante diferentes representaciones, dominios matematicos o marcos de
referencia, preservando las relaciones fundamentales que describen su
comportamiento.
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En esta obra, el término transformacioén se utiliza en su sentido matematico,
fisico e ingenieril. Transformar un sistema no implica necesariamente mejoratlo,
optimizarlo o corregirlo; significa modificar su estado, su representacion o el
dominio en el que se analiza mediante una operaciéon que preserve las relaciones
fundamentales de interés. La valoracion de dicha transformacién pertenece al
ambito de los objetivos perseguidos y de la responsabilidad con la que el
conocimiento se aplica, y no al concepto de transformacioén en si mismo.

Las transformadas dejan entonces de entenderse unicamente como técnicas
matematicas para convertirse en manifestaciones particulares de ese principio
general de transformacion. Las leyes fisicas dejan de verse como expresiones
independientes y comienzan a revelar similitudes estructurales que trascienden
cada disciplina. Los modelos matematicos se despojan de su caricter exclusivo
para entenderse como distintas representaciones de un mismo comportamiento
dinamico. La posible formalizacién de este enfoque dentro de un marco
matematico mas general representa una linea de estudio cuyo desarrollo excede
el alcance y objetivos de este libro.

Ese enfoque se refleja en la estructura de este trabajo. Los primeros capitulos
establecen el lenguaje matematico y los principios fisicos sobre los que se
fundamenta el analisis de los sistemas dindmicos. A partir de ellos se desarrolla el
modelado de sistemas pertenecientes a distintos dominios de la ingenieria,
mostrando que, aunque cambien los fenémenos fisicos subyacentes, la
formulacién utilizada para describir su comportamiento conserva una notable
unidad. Los capitulos dedicados a teoria de control e instrumentacién se
presentan como una consecuencia natural de esos fundamentos y no como el
proposito central del texto.

Con el paso del tiempo, casi dos décadas después, aquella intuicion inicial no
hizo sino confirmarse. Las herramientas evolucionan, aparecen nuevos lenguajes,
nuevas arquitecturas y nuevas tecnologfas; sin embargo, los principios
fundamentales que rigen el comportamiento, la interaccion, el
sostenimiento y la evoluciéon de los sistemas complejos permanecen
esencialmente invariables.

La presente edicién conserva practicamente intacto el contenido desatrollado en
la version original. Las modificaciones realizadas se limitaron principalmente a
los capitulos 4 y 5, especificamente a la unificacién de ecuaciones, la
actualizacion de algunos diagramas y, en determinados casos, a mejorar la
claridad expositiva del texto.
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Este trabajo no pretende responder todas las preguntas relacionadas con el
analisis de sistemas lineales y la teorfa de control, ni estd exento de errores u
omisiones. Como toda creaciéon humana, es susceptible de revisiéon, ampliacién y
perfeccionamiento. La organizacion y el desarrollo del contenido privilegian la
continuidad del razonamiento, introduciendo los conceptos en el momento en
que resultan necesarios para construir una comprension gradual e incremental de
los temas, favoreciendo la integracién sistémica de las ideas frente a la rigurosa
formalizacion aislada.

Mais que presentar una coleccion de técnicas o procedimientos, este
trabajo busca desarrollar una forma de razonar acerca de los sistemas,
partiendo de sus fundamentos matematicos y fisicos para comprender
como pueden describirse, modelarse y analizarse. Desde esta perspectiva,
las herramientas y métodos utilizados constituyen una consecuencia natural de
esa comprension y no su punto de partida.

St estas paginas logran que, al estudiar una nueva disciplina, el lector deje de ver
unicamente férmulas aisladas y comience a reconocer principios que se
manifiestan bajo diferentes formulaciones matematicas y fisicas, entonces este
trabajo habra cumplido plenamente el propésito con el que fue concebido.

Porque, cuando diferentes sistemas terminan describiéndose mediante las
mismas estructuras matematicas, quiza no sea la matematica la que se
repite, sino la naturaleza de los sistemas que buscamos comprender.

Arcenio Brito H.
México, agosto de 2026
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2.0 Agosto 2026
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Nota de la edicion 2026

Esta edicion corresponde a la version 2.0 del trabajo original
desarrollado entre 2006 y 2007. Con el propésito de preservar el
contenido original y mejorar su claridad expositiva, se realizaron
unicamente las siguientes revisiones:

e actualizacién del titulo de la publicacion;

e incorporacién del prologo correspondiente a la edicion 2026;

e incorporacién del historial de cambios;

e revision de redaccion en los capitulos IV y V para mejorar la
claridad del texto;

e actualizacion de algunas ecuaciones, figuras y diagramas;

e uniformizacién de la notacién matematica utilizando el editor de
ecuaciones de Microsoft Word;

e correccidon de ortografia y ajustes de formato para mejorar la
legibilidad del documento;

e actualizacién de la tabla de contenido derivada de los ajustes
realizados.

e implementacién de anexos "Ecuaciones y Leyes Matematicas y
Fisicas", desarrollado en LaTeX2e, que amplia y complementa el
material original con nuevos temas y herramientas de consulta.

Los capitulos I, II y III, que constituyen el nucleo conceptual del
trabajo, conservan integramente su contenido, redaccién y estructura
originales.
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Prefacio de la edicion original 2007

El presente trabajo tiene por objeto presentar los fundamentos matematicos
y fisicos que permitan el analisis de sistemas fisicos dinamicos. Se repasan las
técnicas de notacidén y transformaciéon matematica mas comunes y se
presentan las caracteristicas de los bloques funcionales que componen los
sistemas fisicos complejos. Se emplea la funcién de transferencia por
transformada de Laplace en dominio complejo, y el espacio de estados para
la representacion de ecuaciones diferenciales lineales que resultan del analisis
de un sistema fisico. Se modelan sistemas que involucran diferentes tipos de
energia y se destacan las equivalencias estructurales entre sus modelos
matematicos. Se presenta una introduccion tedrica a los sistemas de control y

finalmente se estudian algunos instrumentos para su medicién y correccion.
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Extension del prefacio edicion 2026

En la versiéon v2.0-r2-2026 de la obra se incorpora la seccién de anexos
«Bcuaciones y Leyes Matematicas y Fisicas». Este apartado esta concebido
como un compendio de consulta inmediata para lectores de todos los niveles,
desde el preuniversitario hasta el avanzado, que deseen acceder con rapidez a
la notacién, las definiciones, las formulas y las leyes empleadas a lo largo del
libro. Mientras que el cuerpo de la obra adopta un enfoque sistémico,
construyendo el conocimiento de manera progresiva para mostrar la
convergencia de las herramientas matematicas y fisicas en el analisis de
sistemas dindmicos, los anexos desglosan y organizan estos recursos de
forma independiente, tal como se estudian en las aulas, facilitando asf su
consulta y memorizacién. De este modo, el lector cuenta con dos vias

complementarias: el razonamiento y el prontuario.
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Nota de la portada 2026: La portada de la edicion 2026 se disefi con la figura
de Quetzalcoatl en su version v1.1-r1-2026. Posteriormente, al revisar el lema de
la UAEM en [a version v2.0-r2-2026, se encontrd que Quetzalcdatl es parte de
su logosimbolo, como se describe brevemente a continuacién:

https:/ /www.uaem.mx/vida-universitaria/identidad itaria/lema-y-| ol itario.php

E[ logosimbolo de la UAEM integra elementos de la cosmovision nahua:
Tamoanchan, Huaxtepec, Cuauhndhuac y la serpiente emplumada, Quetzalcoatl,
Junto con el lema "Por una humanidad culta’, que orienta el quehacer académico

hacia la difusion del conocimiento y el desarrollo integral del espiritu humano.



Convencion de notacion

1.

10.

Los variables (wagnitudes de valor dindmico) se denotan por letras

minusculas (x,2,4,f...).

Las constantes (pardmetros de valor fijo) por mayuisculas (G, M,
R...).

Los escalares (magnitudes puramente numéricas) por letras

minusculas (x,2,4f...).

Los vectotes (entidades con direccion y sentido) indistintamente por
letras con flecha superior (¥,v,d, f ...) o bien en negritas
xv,af...).

Los vectores unitarios (indicadores de direccion adimensionales) con

cireunflejo supetior (p,n).

Los médulos de vectotes (wzagnitudes escalares no negativas) se
denota como el escalar correspondiente o usando simbolos de valor

7

absoluto (‘x‘ B ‘v‘ B ‘a‘ B

Los nimeros complejos (estructuras de parte real e imaginaria) por

letras con circunflejo (Z,¥) o bien en algunos casos por letras

mayusculas negtitas (Z,Y).

Los fasores (representaciones complejas de seiales arminicas) se

denotan por letras con #/de superior (7T ).

Las matrices (arreglos bidimensionales de elementos) se denotan por

negritas en mayusculas (M, X).

Los elementos de una matriz (componentes indexadas por fila y
columna) se denotan con la letra minuscula correspondiente y

dos subindices (fila, columna) a,;,m,; .
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Notas

1. A menos que se indique lo contrario, todos los fasores

representan valores RMS (roof mean square).

2. Para el analisis trifasico se adopta la secuencia de fase positiva
(ABC), donde ¥, =a’V, y V. =aV,, con el operador de

J120° 1 a matriz de transformacion de

rotaciéona =e
componentes simétricas A y su inversa A-l se definen en

consecuencia.

3. Por razones técnicas, algunas figuras y diagramas utilizan
términos en inglés, de acuerdo con la terminologia
comunmente utilizada en la literatura técnica y la practica

profesional.

4. Salvo indicacion expresa en contrario, la notacién matematica y
la simbologfa se mantienen uniformes en la obra patra

representar un mismo concepto o magnitud fisica.
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Métodos

Matematicos de
Transformacion

Con el objeto de tener una solida base matematica que nos
permita el correcto andlisis de los sistemas fisicos dindmicos, en
este capitulo se presentan los siguientes temas de notacién y

transformacion matemdticas:

Notacion sigma, induccion matemdtica

Notacion real y compleja

Notacion de ragones de cambio y sumas infinitesimales
Notacion zntegrodiferencial

Notacion matricial y sistemas de ecnaciones lineales
Notacion vectorial y campos vectoriales
Transformacion de sistemas coordenados
Transformacion fasorial

Transformacion unidad

Transformacion en componentes simétricas
Transformacion de Laplace

Transformacion en series de potencias
Transformacion de Fourier

Transformacion zefa
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Notacién sigma, induccion matematica

Numero entero. El conjunto de niimeros enteros es 7_ 5 1012, 3, €l conjunto de
enteros  positivos €S z- 23 y—(zy|z>0> €l comjunto de enteros negativos es
7 (.32l =iz|z<0- Bl comunto de niimeros enteros no  negativos  es:
7% ={0,123,.. 1 = {Z} U {0} - El factorial de un niimero (véase funcion Gamma) p lneZ* se define
POr n=1.2.3...n=n-(n—1)!, SUS propiedades son: (1) 0=1; () (n+1)l=(n+1)-nl, €N
general el factorial es una gperacion recursiva:

m=n-(=Dl=n-(n-1)-(1=2)-(1=3)- (1)=(”L+11)!
n

Numero booleano. El algebra booleana fue desarrollada por George Book en
1854 (publicado en An Investigation of the Laws of Thought). Sea x e {0,1} una variable
booleana; se definen 3 operaciones fundamentales: complemento de x (x), producto

y suma y obedecen las siguientes identidades:

x€{0,1} ¥=lex=0x'=0=x=1
x+0=x x+1=1 X+x=x x+x'=1
x-0=x x-1=x X-x=x x-x'=0

X+y=y+x x+(y+z)=(x+y)+z x(y+z)=xy+xz
X-y=y-x x-(yz)=(x-y)-z x+y-z=(x+y) (x+z2)
=y (=x )=y

Principios de conteo. La regla de la suma establece que: “sean A y B dos tareas
mutnamente excluyentes (no pueden ocurrir simultineamente) que pueden realizarse de m y
n maneras; entonces la realigacion de una n otra tarea puede levarse acabo de m+n

maneras”’.

La regla del producto establece que: “si un procedimiento puede ser descompuesto en
dos etapas consecutivas Ay B, de manera que para m formas de realizar A, existan n
Jormas de realizar By entonces el procedimiento completo total puede ser efectuado en mxn
Jformas”. De los principios de conteo expuestos se deducen los conceptos de

permutacion, arreglo, combinacion'y combinacion con repeticion:
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Orden relevante | Repeticiones Tipo Formula
Si No Permutacion P(n,r)=n!/(n-r)
Si Si Arreglo n'
No No Combinacién Cn,r)= (”] = n!/[r (n-r)]
r
. L. L. n+r—1
No Si Combinacién c/repeticion
,

Notacién sigma

De todas las operaciones existentes, /z suma es la operacion lineal mds elemental y
sobre la cual se pueden desatrollar cualesquiera otras (inclusive el producto). De

manera ordinaria la suma finita se representa por § —g +a, +...+q,> Mientras
que la suma infinita se exptesa cOMO g_g5 —q +a +a,+..- LXISte una manera

reducida conocida como notacidn sigma y se representa pot:

" ©
S, =Zk:0ak =a,+a+...+a,, S=5, =Zk:0a" =a,+a +a,+...

Las propiedades fundamentales de la notacion sigma son:

M Y (ata)=3" a+y ' b < Lincalidad
(2 ZA:O ca = CZA:O G
3) Zzzoc =n-c¢ < Elproducto como suma
Con frecuencia es necesatio realizar un corvimiento de indices para aplicar la

propiedad (1), como se muestra a continuacion:

sii=k-1lenS >k=i+1
S=8+8,=Y 6kC X" +3" 6C X", !
AERISL 2056 sii=k+lenS, >k=i-1

S= Zzl:Zai:I 2(1' + I)CMX“ + Zilzomzl 6C(H)Xi = Z; [2([ + l)ciﬂ + GC(H)]Xi

En general si aumenta en k el indice de la sumatoria, disminuyen en  los limites de la

sumatoria:
N . N-k .
zi\:A x(i) = ZLH x(i+k)

Principio de identidad para sumas. Si 3 « entonces ax=by para
k=0

PO
X = kzob,{x

toda k=0; en particular si ZT:O a,x* =0 entoncesa, =0-
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Principio de induccion matematica

Sea S(n) una expresiéon matematica que involucre una o mas ocurrencias de la

variable »|nez*, st S(1) es cierta y S(k) es cierta siendo j|cz+; entonces

S(n) es cierta para toda ne z*. E/ principio de induccion tiene su aplicacion en la

deduccion de formulas y demostracion de teoremas.

B Ejemplo 1.1. Demostrar por induccion matemitica que: S i=n(n+1)/2:
i=1

Solucion. La aplicacidn del principio de induccion se realiza como sigue: (1) se
muestra la certeza de S(1); (2 se plantea una hipétesis para S(k), y se

demuestra que S(k+1) es cierto, entonces (3) S(n) queda demostrado:

S)=" k=1+2+3+...+n=n(n+1)/2
)] S(l):z:zlizlc>1(1+1)/2:2/2:1
2) Sea S(k) cierto por hipétesis, entonces S(k + 1) tambien debe ser cierto, basta con demostar que :
(k+1)(k+2)
2
Sh+1) =Y i=14+243+. 4 k+(k+1) =D i+(k+1)
_k(k+l)+2(k+1)_k(k+1)+2(k+l)_(k+2)(k+1)
2 2 2 2
_n(n+1)
2

Stk+1)=

@) S0

L)
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B Ejemplo 1.2. Demostrar por induccion matematica que:

Z" i’=nn+1)2n+1)/6"

Solucion. Se aplican los pasos (1) a (3) y se tiene que:
Dk =n(n+D)(2n+1)/6

S)=" k*=1+4+9+. .+n>=n(n+D2n+1)/6
M SM=Y k=111+DQ2+1)/6=6/6=1

(2) Sea S(k) cierto por hipotesis, entonces S(k + 1) tambien debe ser cierto, basta con demostar que :
S(k+1)= (k+1)(k +62)(2k +3)

SU+1)=Y" 1 a s 94 k) =Y (k1)
K DE+D) | 6(k+ D _ G+ D@k D)+ 60k +1) KK+ 1) + 6k + DYk +1)

6 6 6 6
R 4Tk o)k 4 (k+ 2@k +3)k+D)
6 6
. _n(n+1)(2n+1)
@) S= T J

Se han desarrollado formulas para sumatorias de uso frecuente cuya demostracion

se lleva a cabo mediante induccién matematica:

Tabla 1.1 Formulas de sumatorias frecuentes

n+l 6
0 g X=X n z:n(n+l)(2n+1) -1 7
Zk=1x T ol—x Zkzlk 2 Zk:IF_E
b (a+b)(b—a+1) © r . (=D
Zk:zxk = 2 k=1 rt= :’ ‘r‘ <1 ZH & =log(2)
n _ }’l(}’l +1) e 1 7zt P
Z}f:]k - 2 Zk—l?z? Zk:l 212
Z::ukz _ (b"+b)2b+1)—(a” —a)(2a-1) zm L _ LA Z“ (=Dt _ 722
6 gt 90 S 720
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Notacion real y compleja

Numero real. Un sntervalo abierto 1 se representa por (a,b), y un intervalo cerrado
por [a,b], siendo a y b (a<b) puntos de la recta real. El conjunto (| de los
niimeros reales o escalares (R) que incluye los enteros ;_( 5 1012, Y naturales
N =123, Se clasifica en racionales o_ (/4 pgez.q+00 € iracionales (; [3,.), segin

puedan o no expresarse como un cociente de 2 enteros.

Geométricamente €l conjunto de escalares R representa la recta, N2 el plano y R3 el
egpaczb. Dados a,b € R sc efecttan dos gperaciones — algebraicas fundamentales suma (c=a+b) y producto

(d=a*b) y cumplen con las propiedades: cerradura (o g e R), conmmtativa (a*b=b*a), asociativa

(at+btc=a+(b+c)), identidad (a+0=a, a*1=a), aditiva inversa (a-a=0), multiplicativa inversa (a*(1/2)=1 | a70),
distributiva (a*(b+c)=a*b+a*c).

Limites. Un walor limite es el valor al que se acerca infinitesimalmente una

expresion cuando una de sus variables tiende a un valor constante:

lime/x=o0 limex =0 limx/c=o lime/x=0

x—0 X0 X0 X0

. . . . . sinx
limc* =1, limc¢* =0, lim ¢* =0, lim ¢* =0, lim =1
x50 x>0 s x40, |d<1 =0 x

Los siguientes son los teoremas fundamentales de los limites:

Silimu(x) = 4, limv(x) = B, limw(x) =C entonces :

€8} limutviw)=4+B+C

x—a

?2) lim(uvw) = ABC

3) nm(ﬁj:ii

w—ay) B

Si flx) no esta definida para x=a; pero jiy, r(y) = g, entonces f{x) serd continua

para x=a, si se toma como valor de f{x) para x=a el valor B:
x2—47(x—2)(x+2) x? -4

lim =x+2.. lim
-2 x—2 x—-2 =2 X —

=2+2=4
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Algebra. Cualquier binomio elevado potencia entera n, puede desarrollarse
mediante la regla del binomio de Newton, donde los coeficientes se obtienen
pot combinacidn, en simbolos:
n k _
(a+b)" =2[ Ja"”‘b't =a" +mz”"b-%—7n(n2 ) na"’b* +...+nab"" +b"
k=0\"

!
4 P < combinacion de n objetos tomados k a la vez
k) kl(n-k)!

Formulas de productos notables y factorizacion:

(a+b)* =a’ +2ab+b* (a+b)® =a® +3a’h +3ab* +b* (a+b)a—-b)=a®>-b*
a’ -b* =(a+b)c-b) a’ —b* =(a-b)a’ +ab+b*) a’ +b* =(a+b)a®>—ab+b?)

Propiedades de exponentes y radicales:

BB =BT (Y =b™  (ab)' =a"h” (gj _a b" _ pem

da=ar dab=xfaxilp Halb ="
Propiedades de los logaritmos:

log, 5=0 log,1=0 log, rs =log, r +log, s

logh%=loghr—logbs log, r” = plog, r
Trigonometria. Una creunferencia es una curva cerrada cuyos puntos
equidistan a uno fijo lamado centro C, su longitud es 2mr, siendo r su radio; 1a
relacion entre la longitud del arco s, el dngulo subtendido ©, y el radio t, esta dado
pot s=r6, donde 0 se expresa en radianes (n +ad=180°). Un #ridngulo (equilitero,
isésceles o escaleno) de lados a, b, ¢y dngulos A, B, C de drea S, obedece a la ly de
senos y cosenos; si es un triangulo rectangnlo obedece al teorema de Pitdgoras
et =a*+b? (el cual se deduce de la ley de cosenos ya que cos(90°)=0 :

S=Jtt—a)t-b)t—c) «t=(a+b+c)/2 c b

@ b ¢ b dabeosC
sin4 sinB sinC a

Para un triangulo rectangnlo se definen las siguientes ragones de sus lados:

sinB=b/c, cosB=alc, tan B=sinB/cosB=b/a, cot B=cosB/sinB=alb
secB=1/cosB=c/a, cscB=1/sinB=c/b

sin? B+cos® B=1, 1+tan® B =sec’ B, 1+cot? B =csc’ B, lim tan B=o

Bt/
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Una /finea recta es una figura que solo tiene extension, si se sitaa el plano cartesiano
XY, y forma un dngulo © con e/ ¢e X y pasa a través de dos puntos (x1,y1),
(x2,y2), se define su pendiente como m=1tan@=(y»-y1)/ (x2-x1), se denomina abscisa
a la coordenada x, y ordenada a la coordenada y; las siguientes son ecuaciones de la

recta:

Ecuacion:y—y =m(x—x,), y=mx+y,, Yoy :u, I

xX—x X, —X X, Y
D ti . 1 2 1 0 0
A0S (), m(0,70), (X, 7)), (x5, 75), (%00, (0, )

Funcion. Una funcion, transformacion o aplicacion escalar de una variable y=f(x) es
una regla de correspondencia que asigna a cada xe X un elemento especifico yeY,
el comjunto X se lama  dominio, y al comjunto Y contradominio. El conjunto
{f{(x) |xeX} se denomina rango de f, v es un subconjunto del contradominio, en

simbolos se esctibe como: . x _y. Una funcion escalar f; de 3 variables con
dominio U, y valores escalares t=£(xy,z) se denota pot: r.ycg® g ,y asigna un

escalar a cada punto del espacio (X,y,z). Una funcion vectorial f; de 3 variables con

dominio U,y valores vectoriales C=C(x,y,z) se denota pot r.ucg* - R*, Y asigna

un vector a cada punto del espacio (x,y,z).

En la notacion y=1(x), x se denomina variable dependiente e y variable independiente.
Una funcion es inyectiva si a elementos distintos del rango le cortesponden elementos distintos del dominio

X1#X2 —> f(m);tf(xz), es suryectiva si para cada y del rango existe una x del dominio tal que y=f{x). Si la
funcién es inyectiva y surjectiva entonces es biyectiva, binnivoca o funcion uno a wno. Una f%ﬂ[ldﬂ par
cumple que f(-x)=f(x) (ejemplos: f(x)=x2, f(x)=cos(x)); de lo contrario es funcidn impar
f(-x)=-f(x). En general, las funciones pueden ser: algebraicas (polinomial,

racional) o trascendentales (exponencial, logaritmica, trigonomeétrica).

algebraica{f(x) =a,x"+a, X" +..+ax+a,, fx)= % < gy h son polinomios
X

trascendental{f(x) =b", f(x)=log, x, f(x)=sinx f(x)=cosx f(x)=tanx
El reciproco de nna funcion £(x) es 1/£(x). La inversa de una funcion biyectiva y=f{x) se
denota por x=f'(y), 1a _funcion y su inversa satisfacen que = (1 (x))= £ (f(x))- L2
inversa se obtiene por dos pasos: (1) despejar x de y=f{x), (2) redenominar x por y, la funcién resultante

es (). La funcion logaritmo'y exponencial son inversas y—p* _ x=log, y-
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Una funcion f(x) es continna (sin rupturas ni saltos) en c€ [a,b] si cumple las siguientes

tres condiciones: (1) f{c) existe; (2) | Una funcion ft) es

m () SIS O im0 = 0y
perio’dica y de peﬁbdo P, si se satisface que f(O)=f(t+np)—>peRAneZ®> (las funciones

seno y coseno son periddicas con pZZn).

Numero complejo. Un nzimero imaginario puro tiene la forma jb, pe g, j=i=-/1,
la constante i (introducida por Euler; en ingenierfa eléctrica se prefiere usar j, por representar i la
corriente eléctrica) tiene la propiedad de que 12=-1. Un ndimero complejo A=a+jb, se
compone de dos partes una rea/ Re[A|=a y otra imaginaria Im[A|=b (a,b e R),
separadas mediante el simbolo imaginario; el conjunto de los niimeros complejos se
representa porc _iq+ jpla,per, ;> —-13- Puede ser expresado en cualquiera de las
siguientes formas (ngfdﬂg%/ﬂr, €>¢0ﬂ€ﬂ€iﬂ/, Pﬂlﬂi" (abrcviaci(')n de la forma cxponcncial),

trigonométrica y en el plano complejo):

A=a+jb :‘ﬁ‘e“’ :‘2‘40:‘2‘ cos(0)+j‘ﬁ‘sin(6)

0 = arctan(b/ a) < argumento o angulo de 4
‘21‘ =+Ja®> +b*> « modulo, valor absoluto o magnitud de 4

A* = a - jb « conjugado de 4

[44=|4
El angulo 6 apropiado se elije basado en el cuadrante dado por (a, b) siendo el dngulo positivo (+) en
sentido horario y negativo (-) en sentido antihoratio; en ingenierfa eléctrica se expresa en grados en fisica
en radianes distingui¢ndose uno del otro por el uso de © o multiplos de ©. 1.a #otacion l"eficlﬂgﬂ/ﬂr es
idonea para la sumay resta (partes reales se suman con partes reales, partes imaginarias con partes
imaginarias), mientras que la polar es idonea para la multiplicacion y division (por

cumplir con las leyes de los exponentes), sean A y B dos numeros complejos, entonces:

A=a+jp=|420, B=c+jd=|Bs0,

A+B=(a+c)+ j(b+d) A-B=(a-c)+jb-d)

1 |4
B‘Z(HA +95) A_BZ(QA _03)

A B= 57|

A
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Las siguientes identidades son de gran importancia:

1=e’" =120
}}imo arctan(l/ @) =limarctan(+0)=7/2 'y lﬁimo arctan(—1/0) = lim arctan(—o0) = -7 /2

j=0+ j=1Larctan(1/0) =1L arctan(+w0) =124(7 / 2) =1£90°
-j=0-j=1Zarctan(-1/0) =1L arctan(—0) =1L(-7/2) =1£ - 90°

=1 -1
l.: 120 _ 0w Lo | Y/ 2) = o
Jj 1L(x/2)

A e A N R L A R A B
De lo anterior se concluyen la siguiente regla para el producto unitario complejo:
“el producto de un niimero complejo por la constante imaginaria (j) ocasiona un incremento
de 90° (1) 2 rad) en el dngulo del niimero complejo”, es decit:
A=|dz¢
JA=|ALp+712)
- jA=|4Lp-7/2)
Sea reR, entonces r puede tepresentarse como un ndmero complejo en

forma polar como: t=rZ0. Sea Z=a+jb, ZeC, su inverso YEC, es igual a su

reciproco y esta dado por: y—1/7 = (1/«/[,2 e )4(_ tan™! b/a)-
La siguiente identidad se conoce como #eorema de Denoivre :

(Ze’o)" =Z"(e’)" = Z"(cos @+ jsin §)' = Z"(cos(n@)+ jsin(nd))

z=2¢"" ——z" = Z"(cos(n0)+ jsin(n0))«—> Z = |z| =Va* + b
Funciéon polinomial. Es una funcién algebraica cuyos términos son
monomios; un monomio es una agrupacion de variables cuyos exponentes son
enteros (xy3, xy%z). Sea P(x)=0 un polinomio en x, de grado n, el teorema
Sfundamental del algebra (demostrado por Gauss) afirma que un polinomio de grado n=1
tiene exactamente 7 raices no necesariamente distintas, que pueden ser reales o
complejas, obtenidas pot factorigacion, division sintética o mediante aproximaciones

numeéricas. Para n=2 se emplea la formula cnadrdtica.

2 —-b b -4
ax” +bx+c=0—-x, =24 N0 e
© 2a 2a
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Un polinomio p(xy=ax" +ax" +-+a, x+a, > A€ grado n, para el cual n€Z* puede
representarse como un producto de binomios de la forma (.. pyr =0, mez's
los valores 7; se denominan raices del polinomio y son nimeros reales o

complejos. Sea ke z, el teorema del residno afirma que si P(x) es divisible entre

(x—k)» €l residuo es P(k); el Zeorema del factor atirma que si P(£)=0, entonces
(x—k) es un factor de P(x). El método de division sintética, permite obtener

sistematicamente el cociente C(x) y el residuwo R(x) de un polinomio P(x) de

grado n, dividido por un factor de la forma (, _ ), siempre que keZz; P(x)/(x—k):

ay a a, a,. a,-

{ kb, kb, kb, , kb, , +k
by=a, b =a+k-b, by=a,+k-b - b_,=a,,+k-b_; b =a, +kb,_, ‘
C(x)=byx"" +bx" 7 +b,x" > +--+b, , R(x)=b, [/(x-k)

Un miétodo numérico eficiente para el calcnlo de raices es el de Newton, que requiere

un valor inicial para x (método abietto) y cuya ecuacion de recurrencia esta dada por:

o fw)
Xing =X
' S'(x)

<&

f(x)

Funcién racional. Es aquella que tiene la forma F(s)=P(s)/Q(s). Siendo P y
Q polinomios de g\ sewv - F es una fraccion propia si el grado de Q es mayor
que el grado de P, es fraccion impropia en caso contrario. Las fracciones racionales
a menudo se representan por conveniencia como una suma finita de fracciones
parciales Fi(x), (como ocurre en algunos casos de nfegracion y en la
determinacion de la fransformada inversa de Laplace) esto es:

P6)

F(s) =
=00

=F(s)+F,(s)+...F,(s) > Grado(Q) > Grado(P)

La expresion anterior puede escribirse como:

P(s) __ Ps) :[ 4 a4 . a, j+(_..)
06) (s-a)Rs) \-af (-  (s-a)

Donde ae son coeficientes, o cwvc ¥ las elipses representan la expansion en

fracciones parciales de las raices de R(s); las raices del denominador se denominan
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polos (s-QU), las raices del numerador se denominan ceros. Los coeficientes estan

dador por:

1 d* [ P(s)
a=———1—=—=
ktds®\ R(s) )| _,
En el empleo de esta ecuacién considérese que es necesario derivar solo en el

caso de existir raies repetidas ya que DUF(s)=F(s). Observe que en la

evaluacién o cambia su signo.

X Ejemplo 1.3. Descomponer en fracciones parciales la siguiente funcion
racional que involucra polos distintos: F(s)=— 27 3
(s+1)(s+2)

Solucion. Aplicando la descomposicion en fracciones parciales se tiene:

P(s) _ s+3 a, b,

O(s) (s+D(s+2) s+1 s+2

; _l£(5+3j _(s+3j
0ds"\s+2)  \s+2

:—1+3:2
wy —1+2

b _iio(s+3) _ s+3) _—2+3_
Coods®\s+1)_, Us+1)_, -2+1

2 -1
S F(s)=—+
©) s+l 542

0

L

X Ejemplo 1.4. Descomponer en fracciones parciales la siguiente fincidn

racional que involuctra polos complejos conjugados: F(s)= 2s+12
s +2s+5

Solucion. Aplicando la descomposicion en fracciones parciales se tiene:

P(s)  25+12 25 +12

a

a, 1
0(s)  s2+2s+5 [s+(+,2)s+1-,2)] [s+0+,2)] " [s+1-2)]

1d°( 2s5+12 25+12 —2-j4+12 )
ay = —— = = - = - —=1+ ;2.5
ods"\s+-j2) ., , \s+@-y2) _ , -1-j2+1-,2
0 _ .
bozlio[ 2s+12 J =[ 25+12 ] _2HAI12
0'ds” \ s+(1+,2) 2 s+(1+j2) 2 —1+2+1+ ;2
1+ 2.5 1-j2.5 2.693./68.198 2.693./—68.198
F(s)= + = + &
[s+1+,2)] [s+0-,2)] [s+(2236263.43)] [s+(2.236£-63.43)]
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B Ejemplo 1.5. Descomponer en fracciones parciales la siguiente fiunciin

racional que involucra polos miltiples: (g _ 5" +25+3
(s+1)

Solucion. Aplicando la descomposicion en fracciones parciales se tiene:

P(s) _s*+2s+3 _  a, A @
0(s)  (s+1)  (s+1)° (s+D)7 (s+1)
0
a0=id—0(sz+2s+3i =(s?+25+3)  =1-243=2
0 ds » st
1
g =1 (2 40543)  =(s+2)_ =-2+2=0
1! ds' . =
1d? 1
a, —EE(S +2S+315:71 —5(215:71 =1
Py =2 0 1 2 1

= + + = +
(s+1)° (s+D* (s+1) (s+1)° (s+1)

Notacion de razones de cambio y sumas
infinitesimales

Derivada. La derivada de una funcién y=f{x) es la razon
de cambio de la variable dependiente (y) cnando la variable
independiente (x) cambia infinitesimalmente. Sea P(a,f(a)) un Ay

punto a lo largo de la grdfica, curva, imagen o traga de

Y=fx), la derivada es la pendiente de la linea recta tangente a
la curva en tal punto, se simboliza y define por:

y'=y:y“) =Dy =j‘¥(x):jl: 1imwz 1imAl
X

A0 Ax A0 Ax

El rorema de Rolle afirma que si una funcién f{x) es continua en [a,b] y
diferenciable en (a,b) y f(a)=f(b), entonces existe un punto ¢ en (a,b) tal que
£°(c)=0. Una consecuencia es el feorema del valor medio para la derivada y
establece que:

ro - L =1@
b-a
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Sea f{x) una funcién continua en (a,b); f{x) es creciente donde £'(x)>0, es
decreciente donde £'(x)<O 'y estacionaria donde " (x)=0 (si es f(x) creciente o decreciente
en [a,b] es mondtona en [a,b]). LLOS puntos criticos (x) de f{x) son aquellos valores de x para
los cuales la pendiente es ignal a cero [(x,)=0, es un mdximo si f'(x,) cambia de + a
— o bien si f"(5)<0; es un minimo si [(x,) cambia de - a + o bien si f”"(x,)>0.
Una funcién f{x) puede ser aproximada en x=a por un polinomio de grado n,

mediante la serée de Taylor.

(x— a) La-a” a)

1) = f@+ G -a)f @+ E=D @)+ I @)+ ﬁ%f"(a)

En 4=0 la funcién se aproxima a un polinomio cuyos coeficientes estan

dados por la siguiente, conocida como serie de Maclanrin:

2
J() =f<0>+f‘(0)x+f"<a)%+,,.

n B Xk
= Zf @

Sea f{x) y g(x) funciones diferenciables y 4, 4 constantes entonces se tienen las

siguientes propiedades de diferenciacion:

u =u(x), v=v(x) a, b = constantes
da _ 0 dx -1 d(au) _ du
dx dx dx dx

—\au +bv)=a—+b— <« Linealida«
d b Dy incalidad
x dx dx

= (wv)= du v+u Z— <« Regla del producto

dx dx X

du dv
d(uy_ ax "ax
i(fj = < Regla del cociente
dx \ v v?
d _, du .
—\u")=au"" — <« Regla de la potencia
o () . Reg p
d du , dv
il —*_— « Regla de la cadena
o @)="0r o Reg
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Aplicando las propiedades de diferenciacion 'y la definicion de derivada se han
desarrollado fdrmulas de derivacion para las principales funciones, como las

mostradas en la tabla 1.2:

Tabla 1.2 Derivadas de funciones elementales

d 1 du d . du L 1 du

—hhuy=——- ——sinu = cosu— —arcsinu = —

dx u dx dx dx dx 1—y? dx

., _logedu o inu 4 precosun L du

a e u dx dx dx dx J1—u? dx

d , " du d , du d 1 du

—a" =a"lna— —tanu =sec” — ——arctany = ————

dx dx dx dx dx 1+u” dx

d . du d , du d 1 du

—e =e — —cotu =—csc u— ——arccoty = ——————

dx dx dx dx dx 1+u” dx

d u’ =" du +u'Inu d d secu = secu tanu du arcsecu = ! du

L= i uddl i = ' ar = = -

dx dx dx dx dx dx u~u® =1 dx
d t du d arccscu 71 du
—cscu =—cscucotu— —arc =— —
dx dx dx uu? =1 dx

St y=1{(x) una funcion continua y diferenciable en [a,b] entonces la derivada de la

funcién inversa x=£1(y) esta dada pot, 1/f1(x), en simbolos:

si y = f(x) tiene como inversa x = f ' (y) entonces :

0 7@:L: 1
PU= g & f(x)
dx

Una fiuncidn explicita tiene la forma y=f{x), una funcidn implicita tiene la forma
J(x,9)=0, cuando no es posible expresar explicitamente una funcién se deriva

implicitamente y luego se factoriza para £(x) si es posible.

Un /limite indeterminado tiene la forma 0/0 o bien oo/ oo, la regla de 1."Hospital

(debida a J. Bernoull) se emplea para el cdleulo de limites de formas indeterminadas y

establece que:

tim L) _ g L
wag(x) ag'(x)
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Integral. La operacion inversa de la derivada es la antiderivada o integral y consiste en

hallar la primitiva f{x) dada su derivada f'(x) o diferencial "(x)dx y se denota por
[ £eodx

La integral indefinida de ;4. €s [ Foe= feo e C es la constante de integracion, cuyo

origen es cualquier constante anulada al ser derivada en la primitiva Dx(C)=0.

Sea y=f(x) una funcién continua en el intervalo [a,b], entonces la zntegral

definida P jf( y ,b[ ; representa el drea A, bajo la curva engendrada por f(x) y el eje
= x)dx = | ydx

de las x desde x=a hasta x=b.

Y /4 -
.y ™ ,
Ty Tp T3 Az; Tp-g Tn-1b

a a
y /b f(x)dx = lim if(gl) Az; = Area A
a n—o0 i = J

Geométricamente es la suma (conocida como suma de Riemann) de rectingulos de anchura

infinitesimal dx (AX) y altura f(&) desde x=a hasta x=b, ¢ ¢, x,,,en simbolos:

n—l

[ FGode=lim > £(£)Ax
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La integral es una suma infinitesimal, la suma es una operacion lineal, por lo tanto la
integral es una operacion lineal, una integral definida es la suma de integrales
definidas en rangos o limites de integracion, cambiando el limite de integracién
cambia el szgno de la integral, la integral de x=a hasta x=a es cero:

a,b,c,d e R

b

[(er (o +dg()dx = ¢ f(x)dx+d [ g(x)dx

a

jlf(x)dx=cj|;f(x)dx+jif(x)dx@a <c<b
[ fodx = —I f(x)dx, j f(x)dx =0

Sea f{x) una funcién continua en [a,b], consideremos que x€[a,b], lamemos
m=min|f{x)] y lamemos M=wmax|f{x)| entonces, el teorema del valor medio para la

integral establece que, existe un valor ¢ en el intervalo [a,b] para el cual:
a,beR
(b—aym S_Tf(x)dxs (b-a)M
cela,b] '
j:f(X)dx =b-a)f(e)> fle)= ﬁjf(@dx

Sea F(x) la antiderivada de f{x), es decit F'(x)=fx), entonces el #orema

f%ﬂa’ﬂﬁ%’l’liﬂ/ del calenlo (e/ cnal resine la nocion de derivada con la nocidn de inlcgm/) establece que:

[F@)dx = F(b) = F(a) & F'(x) = [(x) & F(x) = [ f(x)dx

La longitud del arco s, engendrado por la grdfica de una funcion y=fx), de x1 hasta xo,

esta dado por:

x2 2
S:I[l+(y')2]l/2dx: j[l+(x')2]l/2dy

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




[-19 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

Calculo de integrales. Para simplificar el cdlulo de integrales se han desarrollado
extensas tablas cuyas formulas se deducen del feorema fundamental del caleuto (las
integrales de funciones elementales se muestran en la tabla 1.3). Cuando la funcién
no tiene semejanza con una ninguna integral de la tabla se emplean artificios de

integracion entre cuales figuran los siguientes:

1. Integracion por partes: Dada la funcién a evaluar f{x) descompdngase de
manera tal que sea posible aplicar la siguiente fdrmmula de integracion por partes:

[udy = v~ [vau* D descomponer f(x) en # y dv, 2) integrar dp, 3) detivar u, 4)
evaluar [udv = v — [ vau - Se emplea en los casos de diferenciales que contienen:

(2) productos; (b) logaritmos; () funciones trigonométricas inversas.
B Ejemplo 1.6. Aplicar integracion por partes para (1) integrar [xcos xdr> ®)
demostrar que J.secs zdz = Jysec ztan z + Y4 In(sec z + tan z)+ C

Solucion. Se aplican los tres pasos antes numerados y se tiene que:

(a) u=x—>du=dx dv=cosxdx%v=J.cosxdx=sinx
Iudv=uv—Jvdu=xsinx—Jsinxdx=xsinx+cosx+C

(b) u =secz — du =sec ztan zdz dv=seczzdzAv='[seczzdz=tanz
Iudv=uv—Jvdu=secztanz—Itanz~secztanzdz
Itanz z-sec zdz =J(seczz—1)~seczdz =Isec3zdz—Iseczdz
- Isec3 zdz = secztanz—jsec3 zdz+jseczdz

%J.sec"zdz=%secztanz+%ln‘secz+tanz‘+C -

2. Descomposicion en fracciones parciales: Para una funcidn racional propia es
posible la descomposiciéon en fracciones parciales y la integraciéon separada

de cada fraccion resultante.

3. Sustitucion conveniente: Ciertas Integrales requieren de emplear
identidades o sustituciones que conduzcan a formas integrables elementales;

la tabla 1.4 muestra un conjunto de integrales de este tipo.

4. Formas variadas: A veces es necesario reexpresar la integral de manera

que resulte una forma conocida o facilmente integrable:
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B Ejemplo 1.7. Integrar [

sec xdx *

Solucion. Multiplicando y dividendo por secx + tanx tesulta:

secx+tanxd J~sec2 X + sec x tan xdx
X =

Isecxdxzjsecx :ln‘secx+tanx‘+C -

sec x + tan x sec x + tan x

Método de integracion por descomposicion en fracciones parciales. Sea una
funcién H(x) que puede expresarse como una fracciéon de dos funciones
cuyo numerador es la funcién P(x) y cuyo denominador es la funcién Q(x),
entonces se puede aplicar este método para hallar la integral !gE(x}( Q(x)] dx,
si H(x)=P(x)/Q(x) es una fraccion racional propia (deg(P) < deg(Q)). Si la fraccion
es impropia (deg(P) > deg(Q)), primero se efectia la division polinomial para
obtener un polinomio, que se integra directamente, mas una fraccién propia

que se integra via este método.

Reglas de descomposicion en fracciones parciales

(1) Si el factor en Q(x) es lineal distinto (ax+b) la fraccién parcial correspondiente es:
A/ (ax+b)
(2) Si el factor en Q(x) es lineal repetido (ax+b)* las fracciones parcial correspondientes

son: A1 /(ax+b) + Az /(axt+b)? + ... + A/ (axtb)k

(3) St el factor en Q(x) es cuadritico irveducible distinto (ax* + bx + ¢) la fraccién parcial
cotrespondiente es: (Ax + B)/(ax> + bx + ¢). Un cuadritico es irreducible si su

discriminante A=(b?—4ac) <0

(4) Si el factor en Q(x) es cuadritico repetido (ax? + bx + ¢)* las fracciones parciales

correspondientes son:

(A1x+B1)/(ax?*+bx+c) + (A2x+B:2)/(ax®+bx+c)? + ... + (Ax+By)/(ax*+bx+c) ¥
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Aplicacion del método por fracciones parciales para integrar

(1) Factorizar completamente (J(x) en los factores descritos anteriormente.

(2) Plantear Ia suma de fracciones parciales con coeficientes indeterminados (A,

B, C, ...) utilizando estrictamente las reglas de la tabla anterior.

(3) Multiplicar toda Ia igualdad por ((x) para eliminar denominadores.
Desarrollar el polinomio resultante, igualar los coeficientes de las potencias de x (o
evaluar en rafces reales) y resolver el sistema de ecuaciones lineales para obtener

los valores numéricos de A, B, C, ...
(4) Sustituir los coeficientes hallados directamente dentro del signo de la integral.

(5) Integrar cada fraccion resultante aplicando las siguientes consideraciones:

(5a) Sies lineal D aIL='[ D dx:(gjln\ax+b\
ax+b ax+b a

(5b) Si es cuadritica Dx+E  se resuelve en dos partes
ax® +bx+c

Se calcula la derivada del denominador
R'= 2ax+b y se reescribe el numerador como
(Dx+E) = a(2ax+d) + B, donde « = D/(22) y p = E — (Db)/(2a)

Esto divide a la integral en dos partes:

dx

10:101+Ic2:a_[ ax+b dx+I !

ax’> +bx+c ax’ +bx+c

(5b1) La solucién de la primera integral es:

2ax+b

Icl= aJ. dx=a ln‘ax2 +bx+ c‘

ax’ +bx+c

(5b2) Para la segunda integral, se completa el cuadrado en el denominadot:

(x—h)* + k2, y se aplica:

102:171 dx :larctan(x_hj donde h=-b/2¢
G-hy+k "k k k:(\/4ac—b2)/(2a)

(6) Finalmente se suman todos los términos y se aflade la constante C
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dx

X Ejemplo 1.8. Calcular la integral: | x4+ 1
(x =2)x*+2x+2)

Solucion. Aplicamos el método de integracion por fracciones parciales:

1= J‘de = I P(x) dx
(x=2)(x* +2x+2) O(x)
()] Factores de Q(x) : (x — 2) « lineal, (x? + 2x + 2) « cuadrético irreducible ya que A = -4
@ Px) 4 Bx+C x*+1
o) (x-2) (x> +2x+2) (x-2)(x*+2x+2)
3) multiplicando cada igualdad por el denominador Q(x) A(x® +2x+2)(x-2) + (Bx +C)(x* +2x+2)(x - 2) _ (xz i 1)

(x-2) (x> +2x+2)
— (¥ 1) = A + 20+ 2)+ (Bx+ O)(x = 2) = (A + B)x* + (24— 2B + C)x + (24 -2C)
x> > A4+B=1

igualando los coeficientes OX N 2A *2B+ C — 0 resolviendo el sistema de i A :% B :% C — 0
1>24-2C=1
! 1
4) I=I 4 + sz+C dx=j ) dx+j ZA)H—O dx%1=lj ! dx+lj 5 s dx
(x=2) (x"+2x+2) (x-2) (x"+2x+2) 27 (x-2) 29 (x"+2x+2)

(5) integrar cada FP resultante :

caso 5(a), fraccion lineal : IL1 = %J‘ dx —> 1L1 :%ln‘x - 2‘

1
(x-2)
S S,
(x"+2x+2)

>

caso 5(b), fraccion cuadratica : Ic = 1 I > X dx 2Ic = I
219 (x"+2x+2)

tenenemos numerador :D =1, E = 0; denominador:a=1,b=2,c =2
R'=2ax+b=2x+2, a=D/a)=1/2-1)=112 'y B=E-(Db)/(a)=0-(1-2)/(2-1)=-1

2ax+b dr+ j 1

> dx
ax” +bx+c

la integral se compone de 2 partes : Ic = el + Ic2 = aj s
ax® +bx+c

calcularIclelc2:

5b1%1c1=aj 2ax+b dx=0:lr1‘ax2 +bx+c‘ =%ln‘1~x2 +2x+2‘

ax’ +bx+c

- h=-b/2a=-2/2-1)=-1
5b2%1c2=—'f 5 ! dx=—j 12 2dx=—larctan(x hj donde a 2( )
ax® +bx+c (x—h)? +k k k k =Waac—b )i2a) =1

Ic2 = 7J‘ ! ——dx=— larctan(x — Gl)j = —arctan(x +1)
(x—=(-1D)" +1 1 1

2c=Iel+Ie2——Ic = %[Icl +1c2] = %{%ln‘xz +2x +2| - arctan(x + 1)} = %m\l x”+2x 42| —%arctan(x +1)
(6) Finalmente se suman todos los términos y se agrega la constante C

I=IL1+Ic =%ln‘x—2‘+%ln‘1~x2 +2x+2‘—%arctan(x+1)+c *
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Tabla 1.3 Integrales de funciones clementales

Iudv=uv—jvdu _[sinuduz—cosu+C jizarcsinz+c
a

J.u"du:ﬁu””+C Icosudu:sinu+C I%=larctanz+c
a’+u’ a a

Id—u=ln‘u‘+c J‘tanuduzln‘secuHC I zdu 5 =Llna+u +C
u a —u 2a |a-u

P —nlsi u____1 u]

Ie du=e"+C J‘cotudu_ln\smuhc jum—aarcseca +C

Ib“du = %+ C Isec udu = ln‘sec U+ tan u‘ +C jarcsin udu = uarcsinu +1-u® + C
n

_[csc udu = In|cscu — cotu| + C

au
Iue”“du =£ s (au -1 +C J.arccos udu = u arccos u-~/1—u*> +C

a
_[u”e"“du= ve ffju""e””du+c Isecutan udu =secu + C jarctan udu = uarctan u-n~1+u’ +C
Ilnudu:ulnu—u+C Icscucotudu:—cscu+C jarccotudu:uarccotu+1nx/1+u2 +C

J.sec'ludu =usec 'u — ln(u +Alu? - 1)+ C

Iu"lnudu:u'”l Iow 1 = [+C Iseczuduztanu+C
n+l (n+1)

J.csc’ludu =ucse u + ln(u +Alu? - 1)+ C

au
e

Je”" Inudu =L e™ lnu—%j
u

a

du _[csczudu=—cotu+c

| )+ C
ulnu
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Tabla 1.4 Sustituciones convenientes para integracion de funciones

Forma condicion sustitucion integral resultante
Isin'"ucos”udu me{Z*%Z#O} sinu=1-cos’u J.[cos"u(l—coszu)””l]sin udu
['sin" u cos” udu nelZ’ %220l | costu=1-sin’u J'[sin’”u(l—sinzu)"'] Jeos udu

Isin'” ucos” udu

mn E{ZHVuZ:O}

sinucosu = Ysin 2u
sin’u = ) — Y5cos 2u

cos’u =Y+ J5cos 2u

varias formas elementale s

Isin mu cos nudu
J.sin mu sin nudu

jcos mu cos nudu

m,ne{ "}

m#n

sin mu cos mu = Y sin(m + n)u
+ Y sin(m—n)u
_ cos(m+n)u
T 2(m+n)

_ cos(m—n)u
- 2(m—n)

1,

2

jsinmucosnudu =-1,-1,+C
J'sinmusinnudu =-1,+1,+C

jcosmu cosnudu =1, +1,+C

tan" u = tan" 2 utan’ u

jtan udu ne{ *} tan® u = (sec” u—1) J'tan”’zu(seczu—l)du
o N cotu” =cot" > ucotu’
jco uau "E{ } cotu® = (csc® u—1) Icot”'zu(csczu—l)du
tan” usec” udu {Z*%ZzO} 2y = tan? -
j ne sec’u=tan" u+l I[tan"’ u(tan®u —1)" 2]seczudu
jtan'"usec"udu { o } tan” u = tanu tan™ " u
me\Z" %2+0 tan’ u = sec’ u—1 J'[sec”’lu(seczu—l)m’s]secutanudu
(\/ﬁy u=asinz — du = acos zdz
j a”—u” ) du keloc 9} V& —u =acosz I(acosz)"acoszdz
u=atanz — du = asec’ zdz
j(w/a2+u2)kdu keloc®) Ja +u® = asccz I(asecz)kaseczzdz
u=asecz
j‘( /uz_az)kdu ke{Qc;iR} du = asec z tan zdz

w/u2 —a’ =atanz

j(a tan z)" asec z tan zdz

El gperador modulo se designa por % y devuelve el residuo de una division entera: 1=5%2.
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Notacién integrodiferencial

Un sistema fisico es un ente con caracteristicas propias que se afsla para su
estudio basado en las lyes experimentales de la fisica. Los principio del algebra
basica son suficientes para la modelacion de sistemas estdticos. Sin embargo las
maquinas y procesos naturales o artificiales son en alto grado dinamicos,

tales sistemas dindmicos se modelan mediante ecuaciones integrodiferenciales.

Ecuaciones integrodiferenciales

Una ecnacidn es una igualdad que se cumple para ciertos valores de la variable
o funcién que interviene en ella. Una ecnacidn diferencial (ED) involucra una
Sfuncidn, sus derivadas y las variables independientes, Una ecuacion integrodiferencial
(EID) incluye ademas integrales de la funcion, de sus derivadas o de las

variables independientes.

El orden (O) se determina por la derivada mayor, el grado (G) se determina por
el exponente de la derivada de mayor orden. La ED puede ser ordinaria (EDO) o
parcial (BDP) segin incluya derivadas ordinarias o parciales. La ED es /lineal
(grado 1) si lo es en la variable dependiente y todas sus derivadas, es

homogénea ()" 4 xy'+y=0) st no hay términos que sean funciones sélo de la

variable independiente.

La primitiva o solucion es la funcién que satisface la ED y puede ser implicita o
explicita. La solucion general de la ED de orden n tendrd n constantes arbitrarias, la
solucion particular es la determinaciéon de los valores de las n constantes
arbitrarias y se obtiene de n+71 condiciones iniciales de la funcién y sus #

derivadas.

ED de primer orden y primer grado

La ED de grado y orden 1 tiene la forma g, ,, =0, donde ,_ ) y su
soluciéon es f(x,y,C)=0 f(x,y)=C- Los métodos de solucion depende de su

forma, los siguientes son los mas comunes: formas integrables (variables

Separables, ecuaciones exactas, ecnaciones homogéneas), ecnaciones lineales.
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Formas integrables

Una ED de wvariables separables, de la forma p(x)+(Q(y)y'=0 se resuelve

separando variables dependientes e independientes e integrando:

P(x)+0(2)y'=0-> [ P(x)dx + [ Q(»)dy = C

Una ED de la forma p(x, y)dx+ Q(x, y)dy=0, €S exacta si oP/dy =00/ ox -

Siendo  p(x,y)=of(x,y)/ax Y O(x,y)=0f(x,y)/dy- Entonces su primitiva es

f(x,y)=C Y s obtiene sistematicamente por integracion parcial:

gdx: Pdx—— f(x,y) :r Pdx+¢(y)

ox

of 0 dg 0

5 gl pine i -o—senfjo- [ i

.:f:-[XdeJer(Q—agrdejdy
g

Una ecuacion de la forma f(x,y) se dice que es homogénea y de grado n st al
sustituir x por Ax ¢ y potr Ay se cumple que f(Ax,Ay)= Aof(x,y). Una ED de la

forma p(x, y)dx+ Q(x, y)dy =0 €s homagénea, si tanto P como O son homogéneas y del
mismo grado. La transformacion , — . s gy - vax+ xdv» teduce la ED homogénea a la
forma:

P(x,v)dx + Q(x,v)dv=0

Y se resuelve pot separacidn de variables. Después de integrar se sustituye » por

y/x para recobrar las variables originales.

Ecuacion lineal

Una ecuacién lineal de grado 1 de la forma y4ypx)=0@x) se resuelve

considerando el factor integrante y(x) = ol

y su primitiva es:
[Podx [Poax [Pexyax [Peax JPerax
ye :J.Q(x)e dx+C——>y=|e _[ O(x)-e dx |- |+]| Ce =y, +W

yp se denomina solucidn particular o respuesta en estado estable, yv solucion homogénea

o respuesta transitoria (proviene de la ED homogénea asociada y+yp(x) =0).
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Una ecuacion de la forma y4yp(x) = y"Q(x) s€ conoce como esuacion de Bernoulli

y se reduce a lineal mediante la transformacion = '

V= yl—n — y—n+l
dv L dy o dy 1 dv
—=(-n+l1 e
dx Dy dx 7 dx l-ndx
d " )
ot YP(x) = y"0(x) > " L+ P(x) = OW)
dx dx
1 dv dv
———+VvP(x) = 0(x) —>—+v{(l-n)P(x)} = (1-m)O(x)
1-ndx dx

ED de primer orden y grado superior

|r1fl+.“+P

La EDO de orden 1y grado n, tiene la forma: > (6 )P (x, ) =0+

V' +R(x )y
Si expresamos p =, entonces una ED orden 1 y grado n puede escribirse
como un polinomio de p:

n-1

p"+PRxp" +. 4P (x,)p+ P, (x,3)=0

ED gque se pueden resolver respecto a p. Considerar la ED como un polinomio de

p, factorizar (p—E)p-F)--(p-F)=0 y tesolver cada ED resultante de primer
grado y=F(xy) cuya solucién es /(. , cy=0, entonces la solucién general se

expresa como el producto de las soluciones particulares:

f1x60.0)- f,(x,,0)... f,(x,3,C) =0

Otros casos especiales de poca aplicacion practica incluyen solucién respecto x e

y. La ED de Clairant es 1 7(r) y su solucion es y,—cy 4 £(C)-

ED lineal de orden superior

L.a ED lineal de orden superior tiene la forma Py" +P|J/IH +...+Pn,,y‘ +P y=0>

donde vk es la k-dsima derivada (de grado 1), los coeficientes Py son funciones de la
variable independiente P\(X), o constantes y el término independiente Q una funcion
QO(x), una constante o cero. Una EDO lineal de coeficientes constantes de grado n se

puede tratar como un polinomio en la derivada de grado n y resolver por varios
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métodos, tal ecuacién se denomina znvariante en el tiempo y tiene gran
aplicacion en los sistemas de control y en general en la descripcion fisica de

gran variedad de fenémenos naturales.

LLa ED lineal de coeficientes constantes de orden n, S€ resuelve por varios métodos
bien definidos: coeficientes indeterminados, variacion de pardmetros, método del operador
Dy transformada de Laplace. Los primeros dos son de ensayo y error, la
transformada de Laplace es una formalizacion de los métodos de operador y
es directo y es el método tradicional para el estudio de los sistemas de
control. A continuacién se muestra la ED /ineal invariante de orden superior asi
como su solucion general que consta de la suma de 7z soluciones linealmente

independientes:

(n)

(n=1) (2) (1) (0) _
ay" +a, Y+ +ay =0

+ay’ +a,y

y=ce" +ce” +. +ce™
A manera de ejemplo se expondri la solucién de la ED de orden 2:

a,y? +ay" +a,y" =0

La ecnacion caracteristica o anxiliar asociada se puede resolver por la férmula

cuadratica y se tienen 3 casos segun sus raices sean reales o complejas:

2 _
a,r” +a;r+a,=0

Caso I - raices reales distintas 117 12:

X

. nx 2
y=ce" +ce

Caso II - raices reales e iguales 1= 12

_ nx nx
y=ce" +c,xe

Caso III - raices complejas conjugadas r1=a+jb, ra=a-jb:

(a+jb)x

- (a=jb)x
y=ce +c,e

«——— Forma - compleja
y =e“(C, cos (bx )+ C, sin (bx ))«—— Forma -Re al
donde :C, =c, +c, y C,=jlc,—c,)
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Notacion matricial y sistemas de ecuaciones
lineales

Una matriz bidimensional es #71 arreglo rectangular m x n de celdas dispuestas en m filas y
n colummas. Sea A una matriz mxn, sea 7 el indice de fila'y j el indice de columna, se
denota por a; cualquier elemento de la matriz y la matrig por (ay). La traspuesta de

una matriz se forma cambiando las filas por las columnas y se denota por AT

o A’ es decir: (@) T= ().

Las matrices de escalares se clasifican en: n-cuadrada, de orden n, n-matriz, nxn o n?
identidad 1 unos en su diagonal principal (DP) ceros en otra parte; triangular
superior MTS o triangular inferior MTI segin tenga ceros debajo o sobre la DP;
diagonal, ceros en cualquier parte que no sea la DP; simétrica si AT=A,
antisimétrica st AT=-A; ortogonal si AAT=ATA=] — A-1=AT, donde Al es la
matriz inversa de Ay cumple que AA1=I; normal aquella que conmuta con su
traspuesta AAT=ATA (ejemplos: simétrica, antisimétrica y ortogonal). Sean A 'y B

dos matrices mxn y pxq.

La suma y resta solo esta definida para matrices de igual dimensién m=p y
n=q, se definen por (#)+(b;) y (a;)-(b;); el producto por un escalar £, se define
pot k(a;). Un vector fila (a;), es una matriz 1xn, un vector columna (bj), es una

matriz mx1 y se define su producto escalar caando n=m por (ay)-(bj)=(an)+(bz).

La multiplicacion solo esta definida si el numero de columnas de A es igual al
numero de filas de B, es decir n=p, la matriz resultante C serd mxq, y se
efectia como el producto escalar de cada vector fila de A denotado por [Aj] por
cada vector columna de B denotado por [Bj], es decir (c;)= [Ai][Bj]. La division
de A entre B se define por A/B=AB-.

El determinante de una matriz n-cuadrada A, se denota por dCt(A): |A| :AG, €s un
escalar (no un valor absoluto) y se obtiene por recursividad. A cada elemento a; de la n-
matriz le corresponde un szgno dado por (1) es decir: (+-+-...); la submatriz de
a; es aquella n-matriz que se obtiene eliminando la résima fila y la j-ésima

columna; el menor My de ay es el determinante de su submatriz M= | aj| ; el cofactor o
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adjunto de ay se define por (1)"H*Mj. E/ determinante de una n-matriz es la suma de
los productos de los elementos de cnalquier fila o columna por sus correspondientes

cofactores, en simbolos:

Kefl...n}

A=Ya 07| e d=Ya, )
i=K i=1

J=1 Jj=K

a;

ay  Ap| _
=ayay — a0y,

cof(a;) = (-1)""/ *‘%‘ < cofactor. Ejemplo:
ay A4y

Otra forma de expresar recursivamente el determinante es como sigue: Si A
es una n-matriz, sea A; la (n-1)-matriz obtenida a partir de A suprimiendo su
7-€simo renglon y su j-ésima columna. Entonces el determinante |A| a lo largo de

su i-ésimo renglén esta dado por:
=20, * ) H4,| (i)
j=1

Para una matriz de 3x3 existe un método conocido como regla de Sarrus y
consiste en duplicar las filas 1 y 2 en la parte inferior de la matriz, el
determinante es la suma de los productos de los elementos diagonales, hacia abajo

son positivos y hacia arriba son negativos, es decir:

a13

a21 aZZ a23

D31 Gay  G33 =0y,Aylyy + Ay A3yl + 03,010y — Ay Ayylyy — Ay A3y — Ay A,

4y G Gy

Gy Gy Ao
Si una n-matriz A tiene como inversa A1 se dice que €s reg%/ar o invertible (dc lo contrario
serd  singular o no invcrtiblc) y satisface que AA'IZA'IA:I, y se obtiene por
transformaciones elementales de renglon TER (método de Gauss-Jordan) sobre la matriz
anmentada de A con la matriz identidad I, A:I, de manera tal que se obtenga
I:A-1, o bien por determinantes. Sea a#0 un escalar y k& un indice {1...n}, las
TER son: (1) [Ai]=[Aw], [Aj]=[Ax]; @) 4[Ai], 4[Aj]; 3) a[Ai]x[Ai], a[Aj]E[Aj+];
en general este procedimiento es s#erativo. Empleando determinantes la

inversa de A esta dada por:

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




[-31 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

o _leof @) _adia o0
14 14
Para una matriz de 2-cuadrada se tiene que:

a, 4y dy  —dy
A:|: } det A= a,a,,-a,a,,, cofA:|: }

ay Ay —a, 4y

ade:(cofA)T =|: 9n _a'2:|, A= adj 4 _;[ ay _a12:|

—dy  ay detd aya,-aya,|[~a, a

X Ejemplo 1.9. Determinar la inversa de A, empleando determinantes.

Solucién. (1) Se determina el determinante de A; (2) se encuentra la matriz de

cofactores y la matriz adjunta; (3) se aplica la formula:

1 1 -2 1
m detA:20 1—2‘ 3 1‘:2—2(—2—3):2—2(—5):12:co -, tiene inversa
2) Los cofactores de cada elemento a;;

son los determinantes de las submatrices obtenidas al eliminar la fila y columna ij:

11 -2 1 ]2 1‘
0 1 3.1 (|3 0 s 3 | -2 2
2.0 2 ¢ 2 2 .
CofA:—O N N A —adl4=(Cof 4)' =| 5 2 -2
) 0 s o |2 2 2 -2 6 -3 6 6
11 -2 1) |-2 1
(1 -2 2 L1t
. 12 6
@ 4= 1l 5 s 1 o1 %
412 Lo
-3 6 6] |-% T 3

Un sistemas de n ecuaciones lineales en el que los €0€j(i€i€ﬂf€§ se denotan por ajy, las
variables por xi y los férminos independientes por Yi, puede transformarse
matricialmente en: una matrig de coeficientes n-cuadrada A, un vector colummna de n-
incognitas Xy un vector columna de n-términos independientes Y; cuya relacion entre

si es: AX=Y, la matriz aumentada del sistema MAS se representa por A:Y.
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apX, +apX, +apx; +..+4a,x, =y

all alz a13 A aln xl yl
WX, + Ay H Xy A G X, =0y o o a oy | x v,
Ay Xy +ApXy +ApXy T+ 03X, =Yy =g a, ay ... ay, | X |=|y, |>AX =Y
Xy +a,,X% + a3 X +..+a,X, =y, |a, 4, d; ... a,]|X, Y

La solucién X, en forma matricial esta dada por X=A-1Y. A si mismo para
hallar la j-ésima incdgnita x; se emplea la regla de Cramer que consiste en sustituir
la j-ésima columna de la matriz de coeficientes (cuyo determinante es Ac) por el vector
colummna de términos independientes y hallar su determinante denotado por A, de

manera que x;=A;/Ac.

Los métodos recursives expuestos, son utiles para sistemas pequefios; sin
embargo para grandes sistemas (como las matrices de admitancias de una red eléctrica) se
emplean métodos cuya base son las TER y son en esencia izerativos. E1 método
de Gauss MG consiste en tomar la MAS, aplicar TER y formar una MTS y
realizar sustitucion regresiva. El método de Gauss-Jordan consiste en tomar la MAS,
aplicar TER y formar una matrig identidad, entonces el vector de aumento tendra

los valores de las incégnitas.

X Ejemplo 1.10. Resolver el sistema de ecuaciones lineales pot
transformaciones elementales de renglon.
26 1x] [7

12 —-1|x|=|-1
57 —4|x]| |9

Solucion. Aplicando las TER a la matrig anmentada del sistema, se tiene que:

26 17 12 -1i-1 12 -1l
_—»12—13—1"*2—”6137%02339

5 7 -419 57 -419 0 =3 1114

2 -17-1 (1 2 -11-1 (1 2 -11-1
e LR e L e R

0 -3 1114 00 4z 00 115

1 0 —4{-10] 4p.e [1 0 010 [x] [10
BTSN S TR T O NN R O R x, |=|-3 *

00 15 00 1]5 EARE
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Los métodos de aproximaciones como Jacobi y Gauss-Seidel consideran ecuaciones de

recurrencia para cada xi, cuya aproximacion Xy se satisface cuando la diferencia

entre valores inmediatos es un infinitésimo €.

% +1) —x, ()
X

1 - n .
x(@+1) = . [yk - Zi:: a,x,(i)— Zr:m a,mx,,(i)]<— Jacobi
Kk

Ve =apX tagy, .. tagx, +..+a,x,, <&

1 o " .
x (i+1)= . [yk - Zf:: a,x, (i+1)— Z/‘:M a,x, (i)](— Gauss - Seidel
kk

Valores v vectores caracteristicos de matrices cuadradas

Se dice que un ntimero ;| ;¢ ¢ (puede ser real o complejo), es un valor propio, valor
caracteristico o eigenvalor de una matrig n-cuadrada A, si existe un n-vector propio, n-
vector caracteristico o n-eigenvector X correspondiente al valor propio A y

satisfacen que: AK=AK. Esta expresion se representa comuinmente pot:

(A-ADK =0

Siendo I, la #-matriz identidad. En forma extendida la ecuacién anterior se

expresa por:

(a,, —Mk, +a,k, +-+a k) =0
a,k, +(a,, =Mk, +--+a, k, =0
a, k, +a,k, +-+(a,, —Mk, =0

Un sistema homogéneo de ecunaciones lineales con n incdgnitas tiene una solucion no trivial
$i y s6lo si el determinante de la matriz de coeficientes es ignal a cero. Este principio

requiere que:

det(4-21)=0

El desatrollo de este determinante produce un polinomio de grado n, en A,

conocido como ecuacion caracteristica, las raices del polinomio son los valores
propios; y la sustitucién de un valor particular de A en el sistema (A-A1K =05

permite hallar el vector caracteristico; por solucion del sistema singular
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resultante, lo cual requiere la asignaciéon de un valor arbitratio para un

componente del vector caracteristico por ejemplo 7,=£.

B, Ejemplo 1.11. Determinar los valores y vectores caracteristicos de A.

121
A=l6 -1 0

-1 -2 -1
Solucion. (1) Se determina el polinomio caracteristico y sus rafces; (2) se
emplean los valores caracteristicos y se resuelve el sistema singular para hallar

cada vector caracteristico, es decir:

-1 2 1 0
(1) det(4-aD=| 6 -1-4 0 |=-2 -2 +12A=-AA+4H)(A-3)=0>1=|-4
-1 -2 -1-4 3
@
12 1] won |12 1 12 100
| ~6R+R, | 1 |
Paral=0:(4-07/]0)=| 6 -1 0 [ 0|]—2% 0 —13 —6/0]—=5/0 1 &0
| | |
-1 =2 -1'0 -1 -2 -110 00 010
0 510 . 1
2R, 4R 6 | k, +5k; =0 k,=6
— 2R 10 1 £10 sik, =-13 — K, =| 6
| k, +5k; =0 k, =1
0 00 -13
5 2 10 opereiones 1 0 1! -1
| elementales |
Parai=—4:(4+41|0)=| 6 3 0 | 0|—Lme g | —210| sik,=-13K,=|2
1 -2 =310 00 010 1
-2 2 110 opercciones 1 0 110 2
| elementales |
Paral=3:(4-3110)=| 6 -4 0 |0|—%=en 0 1 30| sik,=-2K,=| 3
1 -2 —410 0000 )
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Clases en C++ para el manejo de vectores, matrices y determinantes con las operaciones elementales.

%

Clase para el manejo de vectores.

arcbritoh@gmail.com [Ms Vec++ 6]

Archivo de declaracién: Vector.h

class Vector

{
public:
Vector ();
Vector (const Vector& rVector);
explicit Vector (int iSize);
virtual ~Vector ();
Vector& operator= (const Vector& rVector);
Vector& operator+= (const Vector& rVector);
Vector& operator-= (const Vector& rVector);
Vector& operator+= (double dNum);
Vector& operator/= (double dNum);
bool operator== (const Vector& rVector);
bool operator!= (const Vector& rVector);
Vector operator- () const;
Vector operator+ (const Vector& rVector) const;
Vector operator- (const Vector& rVector) const;
double operator* (const Vector& rVector) const;
friend Vector operator+ (const Vector& rVector, double dNum);
friend Vector operator+ (double dNum, const Vector& rVector);
friend Vector operator- (const Vector& rVector, double dNum);
friend Vector operator- (double dNum, const Vector& rVector);
friend Vector operator* (const Vector& rVector, double dNum);
friend Vector operator® (double dNum, const Vector& rVector);
friend Vector operator/ (const Vector& rVector, double dNum);
double operator]] (int ilndex) const;
double& operator(] (int ilndex);
int GetSize (void) const { return _iSize; }
private:
int _iSize;
double* _pdArray;
b

% Clase para el manejo de matrices, basado en la

Vector.

arcbritoh@gmail.com [Ms Vc++ 6]
% Archivo de declaracién: Matrix.h

#include "Vector.h"

class Matrix

public:

private:

Matrix ();
Matrix (const Matrix& rMatrix);
Matrix (int iRows, int iColumns);

virtual ~Matrix ();

Matrix& operator= (const Matrix& rMatrix);

Matrix& operator+= (const Matrix& rMatrix);
Matrix& operator-= (const Matrix& rMatrix);
Matrix& operator*= (const Matrix& rMatrix);

bool operator
bool operator

(const Matrix& rMatrix);
onst Matrixée rMatrix);

Matrix operator+ (const Matrix& rMatrix) const;
friend Matrix operator+ (const Matrix& rMatrix, double dNum);
friend Matrix operator+ (double dNum, const Matrix& rMatrix);

Matrix operator- () const;

Matrix operator- (const Matrix& rMatrix) const;

friend Matrix operator- (const Matrix& rMatrix, double dNum);
friend Matrix operator- (double dNum, const Matrix& rMatrix);
Matrix operator* (const Matrix& rMatrix) const;

friend Matrix operator® (const Matrix& rMatrix, double dNum);
friend Matrix operator* (double dNum, const Matrix& rMatrix);
friend Matrix operator/ (const Matrix& rMatrix, double dNum);

double operator! ();
Matrix operator~ ();

Vector operator]] (int ilndex) const;
Vector& operator]] (int ilndex);

void Print(void);

Vector GetRow (int ilndex) const;
Vector GetColumn (int ilndex) const;

int GetRows (void) const { return _iRows; }
int GetColumns (void) const { return _iColumns; }

void RemoveRow (int iTndex);
void RemoveColumn (int ilndex);
bool ValidateSizes (const Matrix& rMatrix) const;

int _iRows;
int _iColumns;

Vector* _pVector;

clase
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% Clase para el manejo de vectores.
arcbritoh@gmail.com [Ms Vc++ 6]
% Archivo de implementacién: Vector.cpp

#include "Vector.h"

Vector::Vector () :
_iSize(0),
_pdArray (0)

{

}

Vector::Vector (const Vector& rVector)
_isize(rVector._isize),
_pdArray(0)

_pdArray = new double[_iSize];

memcpy (_pdArray,

rVector. pdArray, _iSize*sizeof (double));
}
Vector::Vector (int iSize)

_isize(iSize),

_pdArray(0)

_pdArray = new double[iSize];
memset (_pdArray, 0, iSize*sizeof (double));

Vector: :~Vector ()

{
if (0 != pdArray)
{

delete[] _pdArray;
_pdArray = 0;
}

Vector& Vector::operator=(const Vector& rVector)

if (this != &rVector)
{
if (0
{

= _pdArray)

delete[] _pdArray;
_pdArray = 0;
}
_isize = rVector._iSize;
_pdArray = new double[_iSize];
memcpy (_pdArray,
rVector._pdArray, _iSize*sizeof (double));

return *this;

)

Vector& Vector perator+=(const Vector& rVector)

*this = *this + rVector;
return *this;

Vector& Vector::operator-=(const Vector& rVector)

*this = *this - rVector;
return *this;
}

Vectors Vector::operator+=(double dNum)

*this = *this + dNum;
return *this;

Vector& Vector::operator-=(double dNum)

*this = *this - dNum;
return *this;
}

Vector& Vector::operator*=(double dNum)

*this = *this * dNum;
return *this;

Vector& Vector::operator/=(double dNum)

*this = *this / dNum;

return *this;
}
bool Vector::operator==(const Vector& rVector)
{

bool bEqual = false;

if (rVector._ iSize != _iSize)

{

// THROW EXCEPTION

}

if (0 == memcmp(_pdArray,
rVector. pdArray, _iSize*sizeof (double)))

bEqual = true;
ieturn bEqual;
l))ool Vector::operator!=(const Vector& rVector)
‘ return !operator==(rVector);
}

Vector Vector::operator-() const
{

Vector vector(_iSize);

for (int i = 0; i < _iSize; i++)

{

vector. pdArray[i] = - pdArray[i];

}
return vector;

}

Vector Vector::operator+(const Vector& rVector) const
{

Vector vector(_iSize);

for (int i = 07 i < _iSize; i++)

{

vector. pdArray[i] = _pdArray(i] + rVector. pdArray[i];
}

return vector;
}
Vector Vector::operator-(const Vector& rVector) const
{
return operator+ (-rVector) ;
}

double Vector::operator* (const Vector& rVector) const
{

double dMag = 0;

if (_iSize != rVector._ iSize)

{

// THROW EXCEPTION
%or (int 1 = 0; i < _isize; i++)
dMag += _pdArray[i] * rVector. pdArray([i];
ieturn dMag;
Vector operator+(const Vector& rVector, double dNum)
Vector vector (rVector._iSize);
for (int i = 0; i < rVector._iSize; i++)
vector. pdArray[i] = rVector. pdArray[i] + dNum;
ieturn vector;
Vector operator+(double dNum, const Vector& rVector)
return operator+ (rVector, dNum);
Vector operator-(const Vector& rVector, double dNum)
Vector vector (rVector. iSize);
for (int i = 0; i < rVector._ iSize; i++)
vector. pdArray[i] = rVector. pdArray[i] - dNum;
ieturn vector;
Vector operator-(double dNum, const Vector& rVector)
return -operator- (rVector, dNum);
Vector operator* (const Vector& rVector, double dNum)

Vector vector (rVector._iSize);
for (int i = 0; i < rVector._ iSize; i++)

vector.ipdAr;ay[i] = rVector. pdArray[i] * dNum;
leturn vector;

Vector operator* (double dNum, const Vector& rVector)
return operator* (rVector, dNum);

Vector operator/(const Vector& rVector, double dNum)
return operator* (rVector, 1/dNum);

c)iouble Vector::operator[] (int iIndex) const

{ if ((iIndex >= _isize) || (iIndex < 0))
! // THROW EXCEPTION
return _pdArray[iIndex];

c)iouble& Vector::operator([] (int iIndex)
if ((iIndex >= _isize) || (iIndex < 0))
! // THROW EXCEPTION

return _pdArray[iIndex];

2




% Clase para el manejo de matrices.
arcbrth@gmail.com [Ms Vc++ 6]
% Archivo de implementacién: Matrix.cpp

#include "Matrix.h"

Matrix::Matrix() :
_iRows (0),
_iColumns (0),
_pVector (0)

{

}

Matrix::Matrix(const Matrix& rMatrix) :
_iRows (rMatrix. iRows),
_iColumns (rMatrix. iColumns),
_pVector (0)

_pVector = new Vector[_ iRows];
for (int i = 0; i < _iRows; i++)

{
_pVector[i] = rMatrix._pVector[i];

Matrix::Matrix(int iRows, int iColumns) :
_iRows (iRows) ,
“iColumns (iColumns),
_pVector (0)

Vector vector (_iColumns);
_pVector = new Vector[_iRows];
for (int i = 0; i < _iRows; i++)

_pVector[i] = vector;
if = _pVector)
{

delete[] _pVector;

_pVector = 0;
}
Matrix& Matrix::operator=(const Matrix& rMatrix)

if (this != &rMatrix)

{
if (0 != _pVector)
{

delete[] _pVector;
_pVector = 0;
}
_iRows = rMatrix._ iRows;
_iColumns = rMatrix._ iColumns;
“pVector = new Vector|[_ iRows];
for (int i = 0; i < _iRows; i++)

{
_pVector[i] = rMatrix._ pVector([i];

return *this;

Matrix& Matrix::operator+=(const Matrixé& rMatrix)
{

*this = *this + rMatrix;

return *this;
}

Matrix& Matrix::operator-=(const Matrix& rMatrix)

*this = *this - rMatrix;
return *this;

Matrix& Matrix::operator*=(const Matrixé& rMatrix)
{
*this = *this * rMatrix;
return *this;
}
bool Matrix::operator==(const Matrix& rMatrix)
{
bool bEqual true;
for (int i 0; i < _iRows; i++)

!

if (_pVector[i] rMatrix. pVector[i])
{

bEqual = false;
break;

}
}
return bEqual;

bool Matrix::operator!=(const Matrixs rMatrix)
{

return !loperator==(rMatrix);

Matrix Matrix::operator+(const Matrix& rMatrix) const
{
Matrix matrix(_iRows, _iColumns);
ValidateSizes (rMatrix);

for (int i = 0; i < _iRows; i++)

matrix. pVector[i] = _pVector[i] + rMatrix. pVector[i];
)
return matrix;

}

Matrix operator+(const Matrix& rMatrix, double dNum)

Matrix matrix(rMatrix. iRows, rMatrix. iColumns);
matrix.vValidateSizes (rMatrix);
for (int i = 0; i < matrix._ iRows; i++)

matrix._pVector[i] = dNum + rMatrix._ pVector[i];
return matrix;

Matrix operator+(double dNum, const Matrix& rMatrix)
return operator+(rMatrix, dNum);

Matrix Matrix::operator-() const

! Matrix matrix(*this);
for (int i = 0; i < _iRows; i++)
‘ matrix. pVector[i] = -_pVector[i];
ieturn matrix;

P}/Iatrix Matrix::operator-(const Matrix& rMatrix) const

! return *this + (-rMatrix);

}

Matrix operator-(const Matrix& rMatrix, double dNum)

return operator+(rMatrix, -dNum);

}
Matrix operator-(double dNum, const Matrix& rMatrix)
return -operator-(dNum, rMatrix);

Matrix Matrix::operator*(const Matrix& rMatrix) const
{

Matrix matrix(_iRows, rMatrix. iColumns);
if (_iColumns != rMatrix._ iRows)
// THROW EXCEPTION
for (int i = 0; i < _iRows; i++)
for (int j = 0; j < rMatrix. iColumns; j++)
matrix[i][j] = _pVector[i] * rMatrix.GetColumn (j);

}
return matrix;
}
Matrix operator*(const Matrix& rMatrix, double dNum)
{
Matrix matrix(rMatrix._ iRows, rMatrix._iColumns);
matrix.ValidateSizes (rMatrix);
for (int i = 0; i < matrix. iRows; i++)
{

matrix. pVector[i] = rMatrix. pVector[i] * dNum;
}

return matrix;
P}’Iatrix operator* (double dNum, const Matrixs& rMatrix)
! return operator* (rMatrix, dNum);
P}’Iatrix operator/ (const Matrixé& rMatrix, double dNum)
! return operator* (rMatrix, 1/dNum);
c}iouble Matrix::operator! ()
{

double dDet 0;
int iSign =
if ((_iRows _iColumns) || (_iRows == 0))
{
// THROW EXCEPTION
}
if (_iRows == 1)
{
dbDet = _pVector[0][0];
}
else

{
Matrix matrixSub;
for (int j = 0; j < _iColumns; j++)

matrixSub = *this;
matrixSub.RemoveRow (0) ;
matrixSub.RemoveColumn (j) ;
iSign = (3 $ 2 ==0) 2 1 : -1;

dDet += iSign * _pVector[0][j] * !matrixSub;
}

}
return dDet;

}

Matrix Matrix::operator~()

{
Matrix matrix(_iColumns, _iRows);
for (int i = 0; i1 < _iRows; i++)
{

for (int j = 0; j < _iColumns; j++)

matrix[j][i] = _pVector[i][j];
}




)
return matrix;
}
Vector Matrix::operator[] (int iIndex) const
{
_pVector)

// TROW EXCEPTION
if (iIndex >= _iRows)
// TROW EXCEPTION
ieturn _pVector[iIndex];
}

Vector& Matrix::operator[] (int iIndex)

if (0
{

_pVector)
// TROW EXCEPTION
if (iIndex >= _iRows)
// TROW EXCEPTION
return _pVector[ilIndex];
Vector Matrix::GetRow (int iIndex) const

if (0 == _pVector)
{

// TROW EXCEPTION
}

if (iIndex >= _iRows)

// TROW EXCEPTION
ieturn _pVector[iIndex];
\)/ector Matrix::GetColumn(int iIndex) const
! Vector vector (_iRows);
for (int 1 = 0; i < _iRows; i++)

vector[i] = _pVector[i] [iIndex];

}

return vector;

}

bool Matrix::ValidateSizes(const Matrixs rMatrix) const

if (_iRows != rMatrix._ iRows)
// THROW EXCEPTION

;f (_iColumns != rMatrix._iColumns)
// THROW EXCEPTION

return true;

}

void Matrix::RemoveRow (int iIndex)

{
Matrix matrixCopy(_iRows-1, _iColumns);
for (int i = 0, j = 0; i < _iRows; i++)

if (iIndex == 1)
continue;
matrixCopy[j++] = _pVector([i];
operator= (matrixCopy) ;
void Matrix::RemoveColumn (int iIndex)
f Matrix matrixCopy (~(*this));

matrixCopy.RemoveRow (iIndex) ;
operator=(~matrixCopy) ;




% Transformacién de una matriz cuadrada en triangular superior. arcbrth@gmail.com [Matlab 5]
% Método de Gauss. Archivo mTransfTS.m

%  Entrada matriz mAY (NxN+1)

% Salida. la matriz transformada en Triangular Superior: mTS
%  Uso.... mTransfTS (mAY)

function [mTS] = mTransfTS (mAY)

mTS=mAY; N=size (mAY,1);
if size(mAY,2)~=N+1 then
disp('jError! la matriz mAY debe ser NxN+1.')
return;
end
%eliminacién del triangulo superior
for c=1:N-1
for f=c+1:N
%Nota mTS(f,:) hace referencia a la fila completa f de mTS
mTS (£, :)=mTS (£, :) -mTS (¢, :) *mTS (£, c) /mTS (¢, c)
end
end
return;

% Solucién del sistema de ecuaciones por sustitucién hacia atrds. arcbritoh@gmail.com [Matlab 5]

% Archivo: mSolveTS.m

% Entrada matriz triangular superior mTS (NxN+1)
% Salida. un vector solucién vS(N)

% Uso.... mSolveTs (mTS)

function [vS] = mSolveTS (mTS)

N=size (mTS,1);

vS=zeros (N, 1) ;

if size(mTS,2)~=N+1 then
disp('jError! la matriz mTS debe ser (NxN+1)')
return;

end

%sustitucién hacia atras

£=N;

sAcumulado=0;
for m=1:N-f
sAcumulado = sAcumulado + mTS(f,c)*vS(c);

c=c-1;
end
vS (£)=(mTS (f,N+1) -sAcumulado) / mTS(f,f);
f=£-1;
end
return;

% Solucién del sistema de ecuaciones por método iterativo de Jacobi.arcbritoh@gmail.com [Matlab 5]
% Archivo: mJacobi.m

%  Entrada.: matriz de coeficientes mAY (NxN),
% vector de términos independientes vY (Nx1)
% Salida..: wun vector solucién vS(N)

% Uso.....: mJacobi (mAY)

function [Xs] = mJacobi (mA, vY)

N=size (ma,1);
if size(vY)~=N then
disp('jError! la matriz mTS debe ser (NxN+1)')
return;
end
%la matrices tienen unos como valores iniciales
Xs=ones (N, 1) ;
XsOld=ones (N, 1) ;
%numero maximo de iteraciones
MAXITER=100
$Error maximo permitido
MaxErr=0.0001
deltakE=0;
$formacion de la matriz D
D=zeros (N, N) ;
vdiagA=diag (mA) ;
for k=1:N
D(k, k) =vdiagA (k) ;
end
M=inv (D) * (D-ma) ;
cuentaX=0;
h=0;
while cuentaX<N
cuentaX=0;
$obtiene los valores incognitas iterativamente
Xs=M*Xs0ld + inv (D) *vY;
for k=1:N
deltaE=abs (Xs (k) -Xs01d (k) ) /Xs01ld (k) ;
if deltaE<=MaxErr
cuentaX=cuentaX+1;
end
end
Xs0ld=Xs;
h=h+1;
if h>=MAXITER
disp('jError! El método no converge');
break;
end

return;




Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién [-40

Notacion vectorial

En la fisica cldsica (Newtoniana, en la que v<<c) f0do evento en el espacio puede ser
descrito por una 4-tupla (X,y,z,t); el espacio (x,y,z) no se deforma con la velocidad

(v) v el tiempo (9) es independiente del marco de referencia elegido.

En el espacio un punto es una triada ordenada de escalares P(x,y,z), un escalar es
cualquier nimero real, geométricamente un vector es un segmento de recta dirigido
que une dos puntos y_pg, que tiene como propiedades: magnitnd y direccion y se
puede escribir como una #iada ordenada E=(E1,Ez,Es), siendo (E1,Ez,E3) sus
componentes escalares a 1o largo de ejes mutuamente perpendiculares x,y,z en un

sistema coordenado ortogonal cartesiano (rectangular).

La  longitud, magnitud, valor absoluto, norma o mddulo del vector es

E=|E|=+ET+ 1+ E2 > SYU direccion esta dada por el vector normalizado o unitario (de
longitud unidad) 5 _ g &> SUS dngulos directores respecto alos ejes X, y,zson 4 5 5y

se relacionan con sus componentes POL g _ g eosd K. = Ecosf. . E. = E cosf. -
1 x2 =2 y2>3 z

Se utilizan vectores orfonormales o de la base candnica (unitarios a lo largo de los ejes
coordenados) i=(1,0,0), i=(0,1,0), k=(0,0,1) para representar un vector como
E=Eii+Eoj+Esk. “Un punto P(x,,3) puede ser descrito por un vector de posicion
r=t(x,0,x) fyo o ligado al origen O(0,0,0) y se expresa como P(r)”, dados dos
puntos Py Q el vector que vade P a Q es pp=0- p, siendo su magnitud la

distancia ‘TQ .

Un vector libre puede ser trasladado en el espacio conservando su magnitud y
direccion, en virtud de lo cual los vectores con sus mismas propiedades se

dice que son equipolentes.
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41 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

Algebra vectorial

Sean A(A1,A2,A3) v B(B1,B2,B3) dos vectores; su suma es A+B, el producto por
un escalar k es kB, el negativo o vector de sentido opuesto es -B, su diferencia es A-B,
el producto escalar, producto interno o producto punto se define por A-B, el producto

vectorial, producto externo o producto cruz se define potr AxB (el vector resultante es
perpendicular, ortogonal o normal al plano AB, su direcciéon se determina por la regla de la mano derecha:

cierre la mano derecha en direccién de A hacia B y el pulgar indicara la direccién de AxB).
Sea un vector C(C1,C2,Cs), se define el #iple producto escalar como A-(BxC) y el
triple producto vectorial por Ax(BxC), es decir:
‘Z:(Al’AzaAS)ﬁ 5:(31,32,33)
+ B =(A4,+B,,4,+ B,, 4, + B),)

kB = (kB ,, kB ,,kB ;)
B = (_Bla_Bza_B3)

N

IZ_EZIZ"'(_E):(Al_BlaAz_BZaA3_B3)
A-B=B-4=AB + 4,8,+ A,B, = |d||B|cos 6,
i ik
AxB=-Bxi=|a, 4, 4= (|F|sin 0, )i
Bl BZ B3

Al AZ A3
A-(BxC)=(4xB)-C =|B, B, B,
Cl CZ C3

Ax(BxC)=(4A-C)B-(4-B)C
el vector 1A es normal al plano AB hacia fuera

La magnitud de A puede determinarse a partir del producto punto, 1a componente de
A s0bre B compsA es un escalar, la proyeccion de A sobre B proysA es un vector
(cuya magnitud es la componente de A sobre B y cuya direccion es la de B).

A=|A=NA-A=\4+ 4, + 4

comp , A =% =‘,71‘ cos 6,

proy, A= (compEA)% =(comp,A)B =[Aéf]3
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Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién [-42

Geometria vectorial

La ecnacion de la recta 1=K+t queda determinada por un vector A(A1,A2,A3)
cuya punta toca la recta y otro vector M(M1, M 2, M 3) en la direccion de la
misma, siendo 7 un escalar; o bien por dos puntos P(P1,P2,P3), Q(Q1,Q2,Q3) a

lo largo de la misma.

A=(4,4,,4,), M=WM,M,,M,), T=(x,,z)

x=A+M
T=A+tM——>y=4, +M,t
z=A,+M;t

P=(F,P,R), Q=(0,0,,05)
x=HR+(Q -A)

1=P+4Q-P)——y=P,+(0, - Pt
z=P+(Q0-P)t

La ecuacion del plano y v y+n 2+ k=0 queda completamente determinada por

un punto P(P1,P2,P3) y un vector normal al plano n(ni,nz,n3); o bien por tres

puntos A, B, C no colineales (colineal = a lo largo de la misma h'nea). La distancia del

punto Q(Q1,Q2Q3) al plano , x4,y 1 s,z + k=0, S€ denota por d.

P=(R,P,,P), 1f=(n;,ny,ny)
nmx+n,y+n,z+k=0
k=-nP —n,P,—n,P,

A=(4,,4,,4,), B=(B,,B,,4,), C=(C,,C,,C;)
i j k
fi=BAxCA=|4,-B, A,-B, A,-B,
A4,-C, 4,-C, 4,-C,

_ ‘”1Q1 +n,0, +n,0, +k‘ _ ‘lel 1,0, +n;0; +k‘

i Al nyt +ng’

d
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Calculo vectorial

Curvas, supetficies, solidos y regiones. La grifica de una funciéon y=f{x), es el
conjunto de todos los puntos en el plano (xy) y engendra una curva, y para su
analisis completo basta el cilulo de una variable. La grifica de una funcién
2=/{x,) es el conjunto de los puntos en el espacio (x,y,2) y engendra una superficie,
y para su analisis completo se requiete el cdlenlo multivariable. Un sélido es un
cuerpo que ser generado haciendo girar una curva en torno a un ¢je fijo o bien
desplazando linealmente una superficie normal a un plano. Una region en la recta es un

segmento, en el plano es un drea 'y en el espacio es un volumen.

Funcion escalar multivariable y vectotial. Una funcidn escalar multivariable es
aquella que consta de 2 o mas variables independientes, por ejemplo: z=£(x,)) o
#=f(x,7,3) y se denota por r.y < g* - g'. Una funcion vectorial E=E(x,y,z) asigna
vectores a cada punto del espacio, es decit es un vector cuyas compomnentes
(E1,Ez,E3) son funciones escalares de x,y,z: Ei=f(x,y,2), E:=g(x,y,2),
Es=h(x,y,z), se denota por 7.y < r* — g*. En general una funcion f de dominio U, se
define por r.u < R" — R",_) Serd funcion de valores escalares si m=1y funcion de valores

vectoriales si m>1.

Derivada parcial. La derivada parcial da la razdn de cambio de una funcion en una
direccion. Consideremos la funcién (x,y,z), continua (en el intervalo 1) y
diferenciable, se define la derivada parcial of/ox de la funcién respecto de x
(considcmnd() las otras variables y,z como constantes al dcrivar), la derivada Pd?"[i&l/ sucesiva de
orden & (ke n) tiene la forma a*wox*, la derivada parcial iterada (o mixta) de orden 3

€S %1/ oxdyoz (el orden de derivacién x5 es irrelevante), 1a dﬁfé’ﬂ?ﬂﬂ.ﬂ/ total dCfCS 6#, en
simbolos:

f=1f(x,y,2)
S+ Ay, y,2) = f(x, 9, 2)
Ax
3 2 Py .
o E -2 6—5 -0 i[gJ «—— Derivada parcial sucesiva de orden 3
ox’  Ox\0x ox \ 0x \ Ox
3. 3. 3. a o
of _of _of i(g(g)}— Derivada parcial iterada de orden 3
oy\ 0z

of . . .
% (x,y,2)= f, = lim «<—— Derivada parcial
ox Av—0

Oxyz B dyzx B ozyx T ox
df = ?l dx + (j—f dy + (il dz «—— Diferencial total
0x oy 0z
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Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién [-44

Regla de la cadena. Se aplica al derivar funciones de funciones. Sea una funcién
2(x,,%3), se tienen 2 casos: (1) que (x,,3) sean funciones de (#,%,%5) o bien, (2)
que (33,3 sean funciones del mismo parametro (4), entonces:

g=gxyz), x=x(t), y=y(t), z=:2(4)

0g _0gox 02y 020 02 _0gox Ogdy 020z

o3 _0gox Oglv Oglz 23
ot, oxo, oyoy, ozoy o, oxaot, oyon, oOzot, o, oxot, Oyon, &zt

g=gxyz), x=x@t), y=y@), z=2()
dg _0g0x Oy 0g oz
di oxor oy oz
Derivada vectorial. Si u=u(t) es un funcién escalar y A=A(t), B=B(t) son

funciones vectoriales, cuyas componentes son funciones del pardmetro t, entonces:

B=(B,(1). B,(t), B,(t)  u=u()

—_
S
~
~
g
N
5
~
~
g
N
~
~
~
~

D,(4)= (D, 4, D, Ay, D,A,) — dA = idd, + jdA + kdA
Campo escalar y vectorial. Un campo es una region (porcion o parte) del espacio que se
puede describir por una funcion escalar o vectorial en cada uno de sus puntos. Sea
r=r(x,y,z) un vector de posicion que define cada punto del espacio en el que

actda un campo.

Un campo escalar o campo potencial ¢ = o(r) asigna un escalar a cada punto del

espacio (mmpax escalares: temperatura, demidad), las superﬁcies con @ =cte, SC€ denominan

equipotenciales.

Un campo vectorial E = E(r) asigna un vector a cada punto del espacio (canmpos

vectoriales: campo eléctrico, campo magnético, campo gmz)z'taﬁ'om/), graficamente los vectotes que salen de la fuente
campo se representan como /ineas de flujo con magnitud proporcional y direccién igual al vector en ese

punto. Un campo vectorial E en el espacio (R3), tiene tres componentes
(E1,Eo,Es), 57 cada componente es una funcion de k variables, se dice que el campo es de

clase Ck. Por ejemplo E(x,y,z) es un campo cuyas componentes son funciones
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de 3 variables x,y,z y es de dase 3 (C?); E(t) es un campo cuyas componentes

son funciones de 1 variable ¢, y es de clase T (C).

Gradiente, derivada direccional, divergencia, laplaciano y rotacional. Se define
al operador nabla o del v como un vector de derivadas parciales v _(5/ox,0/0y,510:)-
Sea r=1(x,y,2z) un vector de posicion, y & =) un campo escalar y E=E(r) un

campo vectorial.

El gradiente grqq0 —va €5 €l producto del operador nabla con la funcion escalar y

genera un vector cuyas componentes son las derivadas parciales de @, el
gradiente de un campo escalar, es un vector que representa tanto la magnitud como la direccién de la maxima

rapidez de incremento del campo.

La derivada direccional de @& en direccion del vector unitario de E, es

D,d=VO-£. La divergencia es el producto punto del operador nabla con una funcion

vectorial divE =V - E , 1a divergencia de un campo vectorial en un punto dado puede considerarse como una

medida del grado en que el campo diverge o emana de tal punto.

El fplaciano de un campo escalar @, es la divergencia del gradiente de @:
vio=v.veo y es un escalat. El roacional es el producto cruz del operador nabla con
una fﬂl’l(ldﬂ vectorial rotE =V x E 5 ¢l rotacional de un campo vectorial en un punto dado puede

considerarse como el grado en que el campo gira alrededor de tal punto. En simbolos:

del =V =(0/0x,0/0y,0/0z)= ii+j3+ki
ox " ox  Ox

O =O(F)=D(X,y,z) <« campo escalar
E=E®{)=E(x,y,z)  « campo vectorial

grad® =V = f@+_}aﬁ+ kaip
Ox dy 0z

D,®=V®-E « derivada direccional

« gradiente

divE =V -E = (8/6x,0/8y,8/8z)- (E,,E,,E;) = %ﬁaEZ #%E

—_— « divergencia
Ox oy 0z

RN OIRR )
+

VO=V-Vh=""+ « laplaciano
ox Oy 0z
i j ok
rotE =V xE = 9 9 9 < rotacional
ox Oy Oz
E, E, E,
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Algunas identidades basicas del analisis vectorial se listan a continuacién:

V(f+g)=Vf+Vg

Vef =cVf
V(f*g)=fVg+gVf
V(//g)=(eVf - /Ve)l g®
div(F +G) = div(F) +div(G)
rat(ﬁ' + é) = rot(ﬁ) + rat(é)
div(f *G) = f*div(F)+F -Vf
div(ﬁ' X é) =G rotF —F -rotG

div(rotF) =0
rot(f*F)= f*ratﬁ'+Vf><F'
rot(Vf)=0

VIf(f*g)=f*Vg+g*V'f+2Vf Vg)
div(VfxVg)=0
div(f*Vg—g*Vf)=[*Vig—g*V’ [

Integrales dobles y triples. Sea =f{x,y) una superficie elevada sobre el plano
XY hacia el eje Z*; S una regidn en el plano XY, limitada por dos rectas paralelas al
¢ge Y x=x1, X=X tales que xo>x1Vy, v lmitada por dos curvas §1(x), §2(x) tales
que $2(x)>¢1(x) Vs, entonces la integral doble de fsobre la regidn S representa el
volumen V" del solido, cuya altura es 3y su base es S, si f{x,9)=1 se obtiene el drea

A de la region S:

x242(x) x2| $2(x)
v=[[reemda=[ [ fydvdx=| [ | f(x,y)dy}dx

x1g1(x) X1 gl(x)
x2¢2(x) x2| $2(x)
o= for={ o= i

Consideremos una regign W en el espacio, cuya densidad este dada por una
funcién fix,y,z), entonces el volumen V' y la masa m de tal region estan dadas

pot la integral triple de f en la region S, en simbolos:
v = [[[dxdydz

m= ”J.f(x,y,z)dxdydz
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En general las integrales miiltiples son integrales iteradas y cada integral es una
integral parcial, no importando el orden de integracioén siempre que se tomen

los limites apropiadamente.

Elementos diferenciales vectoriales de longitud, area y volumen. Un desplazamiento
diferencial es el espacio es un vector cuyos componentes son desplazamientos

diferenciales a lo largo de los ejes coordenados gf = (dx,dy, dz) -

El drea normal diferencial es un vector perpendicular al plano de dos elementos
diferenciales de longitud 43 = (dydz,0,0) = (0, dvdz,0) = (0,0,dxdz) =dsa- Bl volumen

diferencial es un escalar gy = dgrdydz -

Integral de trayectoria, linea y supetficie. Las integrales que involucran la
suma de contribuciones que un campo escalar o vectorial provoca a lo largo
de una curva, a través de una superficie o en el interior de un volumen tienen

aplicaciones fisicas importantes.

Una /inea es el contorno de una curva abierta (alisada o alisada por partes) O cerrada (simple
o no simple con nodos). Consideremos dos puntos Py QQ a lo largo de una curva C
y un campo escalar t=t(x(0.y©.2()) y un campo vectorial E=E(E1,Ez,E3) en el
espacio donde se sitda tal curva (la linea podtia ser una espira de alambre inmersa en un campo

magnético emitido por dos magnetos permaneﬂtef).

Se define la integral de trayectoria como la suma de las contribuciones del campo
escalar f a lo largo de la curva C. Se define la integral de linea como Ja suma de los
componentes del campo a lo largo de la curva s p.qr desde P hasta Q. Si la curva es

cerrada se denota la integral por el simbolo fyse denomina circulacion del
campo.

La integral de supetficie de un campo vectorial que pasa a través de una
supetficie S, es la cantidad neta de fluido gue fluye a través de la superficie por unidad de
tiempo, es decir, la ragon de flujo: [[7-as-

S
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Teoremas del célculo vectotial. El feorema de divergencia o de Ganss-Ostrogradsky,
establece que: ¢/ flujo neto del campo vectorial B que sale de la superficie cerrada S es

dgual a la integral de volumen de la divergencia del campo E:

§SE -dS :jyv EdV

El teorema de rotacional o teorema de Stokes establece que: Ja circulacion del campo
vectorial E alrededor de un contorno cervado C es ignal a la integral del rotacional de E

sobre la superficie abierta S limitada por el contorno C:

{E-dl =[VxE-ds

Electromagnetismo y las ecuaciones de Maxwell

Gran parte de la formalizacién matematica del calculo vectorial proviene de
los estudios que Maxwel/ hizo en la electricidad y el magnetismo para
tormular la feoria electromagnética. Sus resultados se simplifican en 4 ecuaciones

a continuacién expuestas:

. 0B I B
() VxE:—Eﬁch-dl:—LE-dSeLeydeFaraday

_ ., oD o 1 e [ OD
) VxH=J+ o §CH-d1 :£J-dS+LE-dS < Ley de Ampere
(c) V-B=0«& iﬁB’ -dS =0 « Ley de Gauss Campo Magnético
(d) V-D=p< £D -dS = _[V pdV « Ley de Gauss Campo Eléctrico

Donde:
E es la intensidad decampo eléctrico (V/m)
H es la intensidad de campo magnético (A/m)
B cs la densidad de flujo magnético (T=Wb/m?)
D es la densidad de flujo eléctrico (C/m?)
J es la densidad de corriente (A/m?)
p es la densidad de carga (C/m3)

En (a) el signo negativo indica que la fem inducida se opone al cambio de flujo (Ley de Leng).
En (a) y (b) S es la superficie abierta limitada por el contorno cerrado C.
En (¢) y (d) 7 es el volumen limitado por la superficie cerrada S.
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Las ecuaciones de Maxwell junto con la ecuacion de conservacion de la carga y la
ecuacion de fuerza de Lorenty brindan una descripcién completa de todas las
iteraciones electromagnéticas cldsicas:

0 .
v.-J= 76—‘; < conservacion de la carga

F= q[E +Vx E] < fuerza de Lorentz

Las densidades de flujo eléctrico D y magnético B se relacionan con las intensidades de

campo eléctrico B y magnético H mediante la permitividad € y la permeabilidad |

-9
D=¢E=¢¢)E &, =8.854x10" &(F/m)
36
B=pH = p A « py =4z x107 (H/m)
donde : &, < constante dieléctrica, M, < permeabilidad relativa
c=1/./&, x u, « constante de la luz
La ecuacion (@) es un caso especial de la ley de induccion de Faraday, y
representa la fuerza electromotriz inducida (fem) en una espira cerrada estacionaria
debida a una tasa de cambio de la densidad de flujo magnético respecto al
tiempo y se conoce como fen de transformacion. Si un conductor se mueve a
una velocidad v en un campo magnético B, se induce una fem conocida como fe
movimiento. La fem total inducida de una espira que se mueve en un campo magnético, es

la suma de la fem de transformacion y la fem de movimiento:
0B & S
e=e +e, :—LE-dS+J‘C(i7><B)~dl

En términos del flujo magnético total que pasa a través de la espira §, la ecuacion

anterior se escribe en forma compacta como: ’1
H

=9 ¢=[B-dS

dt s e
B Ejemplo 1.12. Una espira cuadrada (figura 1.1) Y @7

S

con lados de 10 cm (0.1 m) de longitud esta en /“° ./
un campo magnético con variacién senoidal de /10cm——/
intensidad 100 A/m y frecuencia de 50 MHz. El

Figu’;a 1.1 Espira inmersa en un campo
plal’lo de la espira ¢€s pefpend1CUIar a la magnético con variacion senoidal B
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direcciéon del campo magnético. Si se conecta un voltimetro en setie con la

espira, ¢cudl es su lectura?

Solucion. Puesto que la espira es estacionaria, la few inducida se debe a la fem de

transformacion, considerando la permeabilidad del espacio libre o y sabiendo que la

lectura del voltimetro serd un valor s se tiene que:

H =100sin wra_[A/m] — B = uyH =100y, sin wra_[T],
®=2xf, f=50x10°
oB -7 6
o =100u,wcosmta, =100 x4z x107" x 27 x50x10° cos wta,
t
@ =39,478.4cos wta,
ot
dS = dxdya
0.05

0.05
e=-39,478.4cos wt'[oosdx‘[ dy

—-0.05
e =-39,478.4cos ot x [0.05 +0.05]x[0.05 + 0.05] = =394.784 cos wt
L 394784

= =279.15[V L
2 ]

La ecuacion (5) es la definiciéon matematica de la ley de Ampere. Establece
que /a integral de linea de la intensidad de campo magnético alrededor de un ciclo cerrado
es jgnal a la corriente total encerrada. La corriente fotal es la suma de la corriente de
conduccion L.y la corriente de desplagamiento L. En un conductor por el que fluye
corriente a bajas frecuencias, la corriente de desplazamiento es minima.
c. 10D
I1=1,+1, :LJ~dS+LE~dS
La ley de fuerza de Ampere establece que un conductor por el que circula una

corriente I inmerso en un campo magnético B, recibe una fuerza dada por.

F=[1dlxB

De esta manera para el trozo de )
Figura 1.2 Fuerza

conductor de longitud 2b

en un conductor que

mostrado en la figura 1.2, portador ‘ --—— conduce una

. . corriente Ien un
de una corriente I, situado en un .
camp() mﬂgﬂCthO

campo magnético B, siente una uniforme B
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fuerza en la direccién —x y esta dada por:

F=[1di x B = bede(az xa,)

F =IB[b+b|-a,)=-2IBba [N]
Consideremos la espira de alambre
mostrada en la figura 1.3, con 2 lados de
longitud L (paralelos al eje X) y dos
lados de longitud W, y teniendo
capacidad para girar libremente, inmersa
en un campo magnético constante B en
direccion Z; sea a, el vector unitario
normal a su superficie; sea I la corriente

qute circula en su interior.

Cuando 0 es el angulo que forma a, con

el vector de campo B, la fuerza que

. . Figura 1.3 Espira inmersa en un campo
sienten los lados L1 y Lz de la espira esta gura 2 b b
magnético uniforme B, formando un 4dngulo 0

dada por:

F,=F, =-BILa,

a

De esta manera los pares rxF ejercidos sobre los conductores Li y Lo

generan un par total en la espira que esta dada por:

T,=T,=BIL(W/2)sinba_, T = BlAsin6a, < A=LW

La antetior es la ecnacion fundamental que rige el desarrollo del par en todas las

maquinas eléctricas, para N espiras se tiene: 7 = g/4Nsina, -
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Transformacion de sistemas coordenados

Las coordenadas de un punto P, en los tres sistemas ortogonales de mayor uso en
la ingenietia son: rectangular (R) P(x,y,z), cilindrico (C) P(p,0,z) v esférico (E)
P(1,0,0). Los vectores unitarios (ai,azas3), de los 3 sistemas son: rectangular
(ax,ay,ay), cilindrico (ap,ap,a,) v esférico (asag,ag), tienen magnitud unitaria, y su
direccion es la de los ejes coordenados positivos del sistema; mediante estos
el vector A con origen O(0,0,0) de componentes (A1,A2,A3), se representa

por: A=Aa+A1a1+Aar

rectangular  (x,y,z)
cilindrico (p,0,2)

esférico (1,9,6)

| 2

A

X

Figura 1.4 Sistemas coordenados ortogonales (rectangular, cilindrico y esférico)

Las relaciones entre las coordenadas de los sistemas se obtienen
directamente de la figura 1.4 aplicando las funciones trigonomiétricas

correspondientes y el zorema de Pitdgoras. Por ejemplo:

1

r=fxi 1yt otnl=2 50=tan' L & p=ixT 1y +2° <> cosd=— - p=cos”
x X P

z
P
Las componentes de A en el sistema coordenado de vectores unitarios {b1,b2,bs} se
pueden hallar mediante la siguiente relacion de transformacion:

B, b-ay byra; by-a | 4

B, |=|b-a, by-a, by-a,| 4,

B, bi-a; by-ay by-ay | 4,
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La ecuacién de transformacién anterior puede escribirse matricialmente
como B=MA, siendo Ay B vectores columna de las componentes, y M la matriz; de
los productos escalares de los vectores unitarios, obsérvese que A=M-'B. El listado
siguiente proporciona las ecuaciones matriciales de transformacion coordenada para la

conversion entre los 3 sistemas expuestos.

A4 [cos@ sin@ 074,
C<«R A¢ =|-sinf@ cosf 0 Ay
4.1 | 0 0 14 |
[A4,] [cos® -sing 0F 4,
R«C |4,|=|sind cosd 0]4,
4.1 | O 0 1] 4,
_Ap_ [ singcos@® singsind cosg | 4,
E<«R |4, |=|-cosgcosfd cosgsind —sing| 4,
|4y | | -—sing cos & 0 A,
(A, ] [singcos® cosgcosd —sind 4,
R« E |A, |=|singsind cosgsind cosf | 4,
| 4. | cos & —sing 0 A,
_A/,_ [sin ¢ 0 cosg |[ 4,
E«C |4, |=|cos¢ 0 —sing || 4,
|4y | |cos@ —sing 0 | 4.
[4,] [sing cosg 0 Ap_
C«—E |4,|=| O 0 1] 4,
| 4. | |cosg -—sing 0] 4,

Transformacion fasorial

La trasformacidn fasorial se aplica inicamente a ondas sinusoidales (coseno o seno) y
da como resultado una notacion de variable compleja, facilmente manejable
mediante algebra lineal. La transformacion fasorial se emplea ampliamente en sistemas
eléctricos debido a que la energia eléctrica se gemera y transmite en forma de onda
sinusoidal, la frecuencia tipica en México es de £=60 Hz (0=2nf=21*60 =377
rad/s) .
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La transformacion fasorial se basa en la identidad de Euler, obtenida por

obsetvacion de series de Maclanrin de las funciones seno, coseno y exponencial

2 4 6 o 2k
cos(6) = 1—g— ‘9——6—{‘.:2(—1)‘ 0
20 4 6 = (2k)!
3 5 7 o 2k+1
sin(0) = 0-9 . ‘9——6—+.‘.:2(—1y 4
315 7 part Qk+1)!
H 65 ZA+1
j sin (6 0—j—+j——j—+...=
Jsin@)=j0 - j=+j%; ] J;( )(2k+1)'
2 3 4 0 k
eg:Hmigigi 0
20 3 4 =k
2 63 64
Jjo _ 0~ _ ;L
e’ =1+ j0 o j e

La observacion de que la funcién e equivale a la suma de las funciones cos(6)

y jsin@, condujo a Euler a la siguiente telacién conocida como identidad de
Euler.

e’ =cos@+ jsin@ <> e/’ =cosf — jsinf

De las relaciones anteriores se obtiene la forma exponencial compleja para

las funciones seno y coseno:

e’’ =cos@+ jsind e/’ =cos@+ jsinf
+e”’ =cosf— jsing —e’’ =—cosf+jsind
e’ +e’? =2cos0 e’ —e’? =2jsin@
=cosf=1(e +e") =sinf=3:(" - )

Valor medio cuadratico de la funcién senoidal

Una funcion senoidal (seno o coseno) de frecuencia angnlar ©=21/T y de periodo
T=2n/®, alterna su sentido cada T/2 segundos (con f=60Hz, T=1/f=16.67
7s); puesto que la funcién es simétrica, el valor promedio de la funcién es cero.
Una alternativa al valor promedio de la funcién senoidal, es el valor medio

cuadritico RMS (root mean square) o valor ¢ficaz, detinido por:

i(t)=1,, cos(at+¢)

1 T T
erl idt =JJ nax COS(t + ) dt

0

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




[-55 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

La evaluacién de la integral resulta facil empleando identidades trigonométricas:

cos®(at +¢) = %[l + cosQat + 2¢)]
sen(nz +¢)=sen(¢) ne {Z* }

1 Zir/u)2 12 1 2rle

I = 12 Ll +cosQat +2¢)|dt = |—"— | |1+ cosQart +2¢)|dt
szw [ [ cosar 290k = 70 [l costaor +2)

L @77 L |@ 1 e
L= [+ cosar+ 29}t == [ £+~ sen(2er +29)

2 \\zm g 2 \z 20 0
[ =t @ 27 o 1 (sentan + 2) - sen(2)) Lo 32—”—1&&—7@1‘“ Lo 07071
™2 \zle 20 ’ 2 \z o 2 A2 2 T e

Transformacion fasorial

La transformacion fasorial consiste en representar una funcidn cosenoidal en el
dominio del tiempo i(t), de amplitud Inax, periodo T, dngulo de fase &,y frecuencia
angular ©=21/'T, como un nimero complejo en su forma polar J(®), el cual se
dice que esta en dominio de la frecuencia. Es decit, la transformacion fasorial

transforma una funcion senoidal en una funcion exponencial compleja (cuya base es la
identidad de Euler):
i(t)y=1,, cos(ot+d)=>T=12/¢

1, =Tm 07077

rms ﬁ

La transformacion fasorial inversa consiste en dado un fasor de frecuencia angular o,

valor efectivo o valor medio cnadritico L, dngnlo de fase ¢ expresatlo en el dominio

del tiempo #(#), como una funcién cosenoidal:
I= 1, 2¢=i(t)=1_,, cos(wt+¢p)
Imax = \/Elrms ~ 14141rms

Si la funcién esta expresada en términos de la funcidén senoidal es facil

convertirla en funcién cosenoidal, recordando las siguientes identidades

trigonométricas:
sin(~0) = —sin(0)  sin(z/2 £ ) = cos(d) y cos(-0)=cos(d)  cos(z/2-0)=sin(®)
sin(@+/2)=cos(d)  sin(@—r/2) =—cos(6) cos(0 — 7 /2) =sin(0) cos(7/2+6) =—sin(0)
sin(z — 0) = sin(0) sin(@ — ) = —sin(0) cos(zr —0) =—cos(0) cos(@ — ) =—cos(0)
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Una vez transformado en fasor, el nimero complejo resultante obedece a todas las leyes y
principios de niimeros complejos ordinarios. Por lo antes dicho es facil obtener la
representacion fasorial para la derivada e integral de la funcidn cosenoidal, como se

muestra a continuacion:

i=1, cos(ot+¢)>T=1, /=1, eV

% max

di _dd,,e’"")

i jal,, eV ) = jol, /¢=al, Lo+90°
) 1 elertd
fidt =J 1,,.e""Vdt 267 - .LI s LP=—Jj ll s LP = il s L9 —90°
jo jo @ [}

Transformacion fasorial en circuitos eléctricos de
corriente alterna

La aplicacion mids extendida de los fasores es R L c

en circuitos eléctricos sujetos a funciones de

exccitacion  senoidales, conocidos como

v(t)=Vmcos(ot+d)
circuitos de corviente alterna ca. Considérese
el crenito RLLC  serie, mostrado en la — —
figura 1.5. Hallar el modelo del circuito Figura 1.5 Circuito RL.C serie

y obtener su solucion.
Aplicando la LVK a la malla y la convencién pasiva de los signos se tiene la
siguiente ecuacién diferencial, cuya primitiva 7(7), es su solucién:

-V, cos(a)t+a)+Ri+Lﬂ+LJ'idt =0
da C

Considerando que la funcién de excitacion es senoidal #(#), y el circuito es
lineal, entonces se espera una respuesta /(?) senoidal, de esta forma aplicando

transformacion fasorial a la ecuacion diferencial obtenida, resulta en:
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di

1
LZ+E idt+Ri =V, cos(wt +a) = joLl ZB+RI, L=V, La

B,
joC

rms
1

a7 < Vi’h‘ﬂla
R+ jloL= Y )

Iméﬁ*(j(a)L -V o+ R)=V, La—1,/B=

1

V
1, 2p= @le“ = %4(06 -0)

donde :

K =R +(a)L—%)C)2

0= arctan[(wL - %)C) / R]

Aplicando la transformacion fasorial inversa, resulta:
2
i(t)= % V.. cos(ot+a—0)

Al aplicar la transformacién fasorial a los circuitos eléctricos con fuentes de
excitacion senoidal (corriente alterna senoidal), el analisis se simplifica del manejo
de ecuaciones integrodiferenciales al manejo de expresiones con numeros

complejos.

El trabajo se simplifica ain mas al aplicar la ky de ohm  fasorial, a los bloques
funcionales eléctricos pasivos (resistor, inductor y capacitor) sometidos a voltajes

y cortientes fasoriales:

V=V, la. T=1,2p

v:Ri:V:RT—)T:%V

vty T 5T =Yy sa—n12)
dt oL oL

rms

v=ijidt317= T T 5T = jaCV =wCV, Aa+7/2)
C wC

1
joC
De las ecuaciones anteriores se tiene para los elementos pasivos que: en el

resistor, la corriente y voltaje estin en fase; en el inductor la corriente esta 90° (1) 2

rad) atrasada respecto al voltaje; en el capacitor la corviente esti 90° (1/2 rad)

adelantada respecto al voltaje.
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En términos fasoriales, se denomina impedancia (Z) a la razén del voltaje
fasorial (V) a la corriente fasorial (f), es un numero complejo cuya parte real
es la resistencia (K) y cuya parte imaginatia es la reactancia (X), que puede ser
reactancia inductiva (X1) o reactancia capacitiva (Xc). El inverso de la impedancia
se denomina admitancia (Y), su patte real es la conductancia (G) y su parte
compleja la susceptancia (B). Tanto la impedancia, como la admitancia no son

fasores, son nimeros complejos puros:

p=ro2="

Z2=R+jX, X, =ol=24l, Xc=$=ﬁ

7:?17_»?:;,

o e AT

Para efectos de calculo, la reactancia inductiva y la reactancia capacitiva pueden
transformarse en impedancias complejas de la siguiente manera:

Z, =jX, =joL = j27L = @L£90°

Zem-jXem—jrmmj i L g
oC 24C  wC

El equivalente de n impedancias conectadas en serie esta dado por:
2y =22, =2 R +j2X,
k=1 k=1 k=1
El equivalente de n admitancias conectadas en paralelo esta dado por:

qu = sz = sz +szk
k=1 k=1 k=1

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




[-59 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

Resonancia

Se dice que un circuito de ca RLC en serie o en paralelo, esta en resonancia a
una frecuencia de resonancia fr, cuando la reactancia inductiva (Xr1) es igual a la
reactancia capacitiva (Xc). En resonancia la amplitud de la corriente es maxima y
se define o como la frecuencia neperiana o coeficiente de amortignamiento exponencial.

1

1 1
B R
JLc Ix 2724[LC 2RC

X, =X, —>wL:L—>w2LC=1—>a)=
oC

Potencia v factor de potencia

La potencia complea (S) de un elemento en circuito de ca, es el producto del
voltaje fasorial de sus terminales (V), por el conjugado complejo de la corriente
fasorial (I¥) que circula por el elemento. Su parte real se llama potencia promedio
o potencia real (P), se mide en watts (W), su parte imaginaria se llama potencia
reactiva (Q), se mide en volts amperes reactivos (VAR), la magnitud de la potencia
compleja se denomina potencia aparente (S), se mide en volts amperes (VA). El
coseno del angulo entre el fasor de voltaje y corriente se denomina factor de

potencia FP=cos(0).

SeaV =V, Za, T=1,2pB
§=VI*=v, sa*l, /-p=V,I, Z(a-p)
S=P+j0O= ‘S‘ cos(d) + j‘S“ sin(6)
P=[8cos(@),  Q=[8|sin(@) >|8|=V,,1,, =-/P*+0
Si0=a-p

P

FP=cos(0) =cos(a—f) = @

- ‘S“ = % <> @ = arccos(FP)
8= ‘5"40 = LZarccos(FP)
FP

Cuando el fasor cortiente adelanta el voltaje (B>a) se dice que el factor de
potencia esta adelantado, en caso contratio (B<a), se dice que el factor de potencia
esta atrasade. Cualquier decremento en el FP aumenta la corriente para la
misma potencia activa, esto provoca mayotres pérdidas por efecto Joule en los

conductores eléctricos.

FSD-FMTC * v2.0 * 2026 * © A. Brito H.




Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién [-60

Por el principio de conservacion de energia se puede establecer el principio de las
potencias parciales: “la potencia compleja entregada a varias cargas interconectadas
es la suma de las potencias complejas entregadas a cada una de las cargas individuales,

independientemente de como estén conectadas (serie o paralelo)”.

Correccion del factor de potencia

Para evitar pérdidas por ¢fecto Joule (disipacion de calor en los resistores) €l factor de
potencia debe ser cercano a la unidad. El Reglamento para el Suministro de
Energia Eléctrica, establece que el consumidor esta obligado a mantener un factor de
potencia tan cercano a la unidad como sea posible. Existe una multa por factor de
potencia menor a 0.85, los valores deseables son de 0.90 y 0.95. Como se
puede prever ¢/ factor de potencia se corrige conectando capacitores en paralelo con la

carga inductiva, con la intencion de que el voltaje de la carga no varfe.

La correccién del FP se puede plantear como sigue: se tiene una carga
inductivo-resistiva conectada a la linea de woltaje 17, consumiendo una potencia
activa P, trabajando a un factor de potencia FP1, se desea aumentar el factor de
potencia hasta FP», conectando una carga capacitiva en paralelo. Determinar

la potencia reactiva del capacitor (Qc) y su capacitancia (C).

La solucién se obtiene del siguiente razonamiento: el incremento del factor de
potencia desde FP; hasta FP> mediante la conexién en paralelo de una carga
capacitiva de capacitanda C, provocard que la potencia reactiva disminuya desde
Q1 hasta Q2, reduciendo el dngulo de fase desde 01 hasta 02, sin alterar el voltaje

de linea 1y la potencia activa P consumida por la parte resistiva de la carga:

P Q sind

FP=cosb, S= =——->0=P =Ptanf
cosf sind cosd
P
0, = arccos(FP), 0O, =Ptan(f)), S, = F—Pl
6, = arccos(FP,) 0, =Ptan(d,) S -
2 2/ 2 2/ 2 FP2

0.=0,-0,= P[tan(cos’l (FR))-tan(cos™' (FPR,)) ]

v? r:o1 1
Oe="Xe= ==

X, 0. oC 24fC

-1 -1

o O r—gomc- Qe _ Pltan(cos™ (FP)) - tan(cos™ (FP,)) |

24fV? 377V 3777°
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B Ejemplo 1.13. Cierta catga toma una corriente de 10 A con un factor de
potencia de 0.5 en atraso desde una fuente de 120 V y 60 Hz. Calcule el

tamafio del capacitor para corregir el factor de potencia hasta 0.8.

Solucion. Primero se calcula la potencia activa consumida a partir de la
corriente y el voltaje, después se sustituyen los valores en la férmula antes

obtenida:

P=VIcos@=VIx FP=120x10x 0.5 =600
o Pltan(cos™ (FP,))- tan(cos™ (FP,)) |
3777v°?
~ 600[tan(cos ™ (0.5)) - tan(cos™ (0.8)) |
377x120%

1.0853x 107 F =108.53 uF &

Transformacion de fuentes de ca

Leyes de citcuitos. Una red eléctrica de cualquier complejidad operando en
estado  estacionario sinusoidal (ca) a bajas frecuencias, se puede representar
Jfasorialmente por un conjunto de elementos activos (fuentes de voltaje y corriente) y
elementos pasivos (impedancias). Los puntos donde 2 o mas elementos tienen una

conexcion comnin de denominan nodos, barras o buses.

Un lazo es una trayectoria cerrada, una malla es un lazo que no aloja ningun otro
lazo. El andlisis de circuitos eléctricos lineales se sustenta en dos leyes de conservacion
(LVK, LCK), ¢/ principio de superposicion (PS) y dos teoremas de transformacion (TT, TN).
Ley de voltajes de Kirchhoff (LVK): “en una malla la suma de voltajes es ignal a cero”. Ley
de cortientes de Kirchhoff (L.CK): “enz un nodo la suma de corrientes es igual a cero”; estas
leyes expresan la conservacion de la energia 'y la  comservacion de la carga

respectivamente.

La polaridad de voltaje y circulacion de corriente en los elementos de circuito se basa
en la convencion pﬂﬂ'ﬂﬂ de los J‘Z;gﬂOJ‘ (en las fuentes de voltaje la corriente circula de —a +, en las
impedancias de + a -). Se dice que una red estd muerta o en estado pasivo cuando no
actua ninguna fuente de voltaje o corriente; es decir, las fuentes de corriente se

reemplacen por circuito abierto, y as fuentes de voltaje por cortocircuito.
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ZZZI V, =0 « Ley de voltajes de Kirchhoff
ZZ:J I, =0« Ley de corrientesde Kirchhoff

Principio de superposicion y transformacion de fuentes. En estado estable es
posible aplicar el principio de superposicion (PS), donde las funciones de excitacion
son las fuentes de corriente y voltaje, actuando una a la vez; la respuesta total, es la

suma de las respuestas parciales.

Una impedancia Z, se transforma en una admitancia Y=1/Z, e inversamente
Z=1/Y. Una fuente de voltaje V, en serie con una impedancia Z, se transforma en una

Juente de corviente Y=N |'Z, en paralelo con la misma impedancia.

Una fuente de corriente 1, en paralelo con una impedancia Z, se transforma en una fuente

de voltaje V=21, en serie con la misma impedancia.

Teoremas de circuitos. Cuando solamente interesa conocer la respuesta en
un elemento del circuito, se reemplaza el circuito de poco interés por un

equivalente, esto se sustenta en dos teoremas:

Teotema de Thévenin (TT): “Zoda red activa lineal de dos terminales a-b, equivale a la
conexion en serie de una fuente de voltaje y una impedancia; la fuente de voltaje suministra
un voltaje ignal al existente entre las terminales de la red original en circuito abierto y la

impedancia, es la impedancia equivalente de la red muerta vista desde las terminales a-b”.

Teorema de Norton (TN): “foda red activa lineal de dos terminales a-b, equivale a la
conexion en paralelo de una fuente de corriente y una impedancia; la fuente de corriente
suministra la corriente igual a la corriente que suministraria la red original cuando las
terminales a-b estan en cortocircuito, la impedancia, es la impedancia equivalente de la red

miuerta vista desde las terminales a-b .

ZZZI V, =V, < Principiode superposicién
ZZZI 1, =0« Ley de corrientes de Kirchhoff
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Divisi6én de voltaje. Consideremos un conjunto de # #mpedancias conectadas en
serie cuyo voltaje total en sus terminales es V1, y cuya impedancia equivalente es Zr,

entonces el voltaje en la f-sima impedancia Zx, es una fraccion del voltaje total:

Vk :(ZA-/ZT)'VT

Division de corriente. Supongamos que una corvzente It alimenta un nodo al
que se conectan 7 admitancias en paralelo, cuya admitancia equivalente es Yt
entonces la corriente que fluye por la rama que contiene la k-ésima admitancia Y

es una fraccion de la corriente total

iA =(Yk/YT)'iT

Analisis de nodos. Considere un creuito de ca con n nodos operando en estado
estable, con fuentes de tension expresadas fasorialmente E; e impedancias Z;. El
andlisis sistematico de nodos consiste en hallar los voltajes en cada nodo respecto de un nodo

de referencia (designado comunmente como Z#erra) y se realiza como sigue:

(1) Tomar un nodo de referencia y asignatle 0, numerar los nodos, entonces

el voltaje fasorial del i-ésimo nodo respecto al nodo de referencia es Vi.

(2) Transformar las fuentes de voltaje en serie con una impedancia, en fuente
de corriente I en paralelo con una impedancia, transformar todas las
impedancias en adwmitancias Y. (3) Escribir las ecuaciones nodales matriciales de la
red de la forma (Yi)nan(Vi)a=)n; donde (Yi) es la matriz de admitancias
nodal, y sus términos de la diagonal principal Y. (autoadmitancia o admitancia de
excitacion) son la suma de las admitancias conectadas al nodo k, los demas términos
Y (admitancia mutua o de transferencia) son el negativo de las admitancias conectadas

entre los nodos 1y j (i#). Puesto que Y=Yy, la matriz de admitancias es simétrica.
(3) Entonces el vector de voltajes nodales esta dado por: (V)= (Yi) (L)

Andlisis de mallas. Es el dual del analisis de nodos y sistema matricial
formado tiene la forma (Z;)nxn(I)a=(Vi)n, las impedancias Zy. son la suma de
las impedancias alrededor de la malla k, mientras que Z; es la impedancia

entra las mallas iy j. El vector de corrientes de malla esta dado por: (I)= (Z) (V).
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Transformacion delta y estrella

Cuando los voltajes y corrientes se expresan fasorialmente se supone que
implicitamente la magnitud que acompafa al fasor es un valor medio cnadritico

0 valor efectivo, como se ha expuesto; es decir:

V. =Vi0sV=V, =V, /2

rms max

Circuitos trifasicos

Los circuitos eléctricos pueden ser monofdsicos o polifasicos (bifdsicos, trifdsicos,
tetrafdsicos etc.) segun tengan una o mas de una fase. Las fuentes polifisicas se
forman conectando fuentes simples en configuraciones especiales, el nimero de
Jases es ignal al nimero de fuentes. Son de especial interés por su amplio uso los
cirentitos trifdsicos que constan de fuentes trifisicas y cargas trifdsicas en configuracion

estrella (Y) o delta (A) existiendo las siguientes posibilidades fuente-carga: Y-Y,
Y-A, A-Y, A-A.

Fuentes y cargas trifasicas. Una fuente trifdsica es la conexién de 3 fuentes que
cumplen dos condiciones: a) ¢/ voltaje eficazz V" (V=Vims=Vimax/\2) de cada fuente

es el mismoy b) el voltaje en cada fuente esta 120° fuera de fase respecto a las otras dos.

La conexién trifasica puede realizarse en Y o A. Cada fuente se designa como
una fase y se representa por una letra 4, b o ¢ el voltaje medido entre la
terminal positiva de cada fuente y el neutro, se denomina woltaje de fase; el
voltaje medido entre dos fases se denomina woltaje de linea; la cortriente que
fluye a través de una fuente se denomina corviente de fase y la corriente que
fluye por una linea se llama corriente de linea. Se tienen dos secuencias de fase:

positiva o abey negativa o cha.

La secuencia positiva (figura 1.6a) se distingue por que el voltaje de la fase a

adelanta 120° el de la fase by este a su vez adelanta 120° el de la fase ¢ es

decir: £v,>Lvy>Lve.

La secuencia negativa (figura 1.6b) se distingue por que el voltaje de la fase a se

atrasa en 120° respecto al de la fase by este a su vez se atrasa en 120°
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respecto al de la fase b; es decir: Zvc>Zvi,>Zv,; en ambas secuencias los
angulos medidos en sentido horario son positivos y en sentido antihorario

negativos. En lo sucesivo se trabajara con la secuencia de fases positiva.

Ven=Vp£120° Vbn=Vp£120°

Vp=voltaje de
fase rms

Vp=voltaje de
fase rms

Secuencia +

Van=Vp£0° Van=Vp£0°

Vbn=Vp£240° Ven=Vp£240°

Figura 1.6 Fasores trifasicos de voltaje con secuencia de fases (a) positiva y (b) negativa

En la confignracion estrella el punto comsin se designa por n (neutro) y generalmente
se aterriza (conexion a potencial 0); los voltajes de fase o voltajes al nentro se designan
POT Van, Vbn ¥ Ven O simplemente va, Vi, v Ve ¢72 la conexion Y el voltaje de linea
adelanta en 30° el voltaje de fase y lo multiplica por V5; es decir:

v, =37 « Magnituddel voltajede linea
V.,=V:0  V, =V/-120 7, =V/120

w =V =V =A3V230=V,230

Ve =Py =V, =3V2-90=V,2-90
V,=V, -V, =3V 150=V,£150
r,=1, T,=1, TI.=I. « I,+T,+I,=0

En la configuracion delta no existe punto comun a las tres fases y tampoco hay
presencia de neutro; en la conexidn A la corviente de linea se atrasa en 30° respecto a

la de fase y la multiplica por V3; es decir:
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V=V P, =V/-120 7, =VA20 <« V,+7, +7, =0

ca ca

I, = ﬁ -1 “«— Magnitudde la corrientede linea
T, =1,£$=-l3 -1/« Corrientede la fase 'ba'

Ty =T ~T, =T, £~ 30=-1¢-30)=1, 2(p—30)

TbB =]14(¢_150)

Te=1,4(¢$+90)
Las cargas trifisicas (motores, transformadores...) pueden conectarse en A o Y,
resulta conveniente balancear las cargas trifasicas y mantener impedancias de
igual magnitud por fase con el objeto de utilizar conductores de igual calibre

para las lineas de transmision, subtransmision, distribucién o utilizacion.

Analisis de circuitos trifasicos. El anilisis de

circuitos trifasicos con cargas balanceadas en a |

linea de

configuracién Y-Y, con neutros unidos se lleva o e o6n

a cabo por fase (figura 1.7), la unién de los

neutros mediante un hilo conductor de

|
\
|
|
\
||
. . . . "o
impedancia cero no afecta el circuito. En el fuente |
circuito Y-Y es suficiente el analisis de la fase 4, Figura 1.7 Circuito por fase
de manera que las fases b y ¢ se deducen de los
resultados de esta. Sea Z; el equivalente serie de

las impedancias de linea y carga, entonces:

2,=7 047

carga linea ad

T, Vew=Zewwl,

linea — Z]inea ad carga . “carga’ ad

Para las configuraciones que involucran A en el lado de la fuente o de la
carga es necesario realizar transformaciones iniciales para el calculo de las
corrientes de linea; después se lleva el circuito a su forma original y se
calculan los voltajes, las potencias y corrientes necesarias. Fuentes y cargas

balanceadas pueden transformarse de A a 'Y y viceversa mediante:

A

=Tk o n =T,
2,:%92532,
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B Ejemplo 1.14. Una fuente trifisica balanceada (figura 1.8) de 707 V y 60Hz,
conectada en Y, alimenta a una carga equilibrada conectada en A por medio de
una linea de transmisiéon de 3 hilos de 100 km de longitud, la impedancia de
cada hilo de la linea de transmisién es de 1+j2€2. La impedancia de la carga
por fase es 177-j246€2. Si la secuencia de fases es positiva, determinar las
corrientes de linea y de fase, la potencia absorbida por la carga y la potencia

disipada por la linea de transmisién. Vag

1 j2
: vy A
W
w:/ 8\ 500./0° e
&
) Vas. L Ve, lea
_/n _
) . 177
500.2120° @ (5004120
+ - +
/
p
. Ve, Ise boc

Figura 1.8 Circuito trifisico en conexién Y-A

Solucion. Primero se expresa el woltaje de cada fuente como fasor, luego se
transforma la carga A en carga Y, se procede a calcular la impedancia total, suma de
la impedancia de la linea y la impedancia de carga, entonces se calcula la corriente de
linea para el sistema monofasico resultante de la fase a 'y se determinan las restantes
corrientes. Luego se determina la corriente de fase en A a partir de la

corriente de linea mediante 7, -7 x(l /ﬁ)430, asi mismo los voltajes de fase.

La potencia disipada por fase es la potencia real y la potencia total de la carga
es 3 veces la de una fase; de igual forma se calcula la potencia disipada en la

linea, en simbolos:
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vV, = 707 10 =500.0 <« Voltaje de fase rms
2
Z _ 5
Z, :?:%:59—j82 « Conversioncarga AaY

Z,=2,+Z,=(+j2)+(59 - j82)=60- j80=100L—-53.13

Jp =cos(8,)=cos(=53.13) = 0.6 (adelantado)

= 7y = 50020 =5/53.13 < Corrientede lineca en Y fasea
Z, 100£-53.13
T =5/53.13

na

T, =52(53.13-120)=5/ - 66.87

n

T, =5/(-66.87-120)=5/-186.87=5/173.13

ne

7 T30 _5£53.13230
AB ﬁ ﬁ

T, =2.887(83.13-120)=2.887.£ — 36.87

T, =2.887/(~36.87-120)==2.887/ ~156.87

=2.887/83.13 «— Corrienteen la carga ABen A

V=17, =2887/83.13x[177 — j246]=874.93/28.87 < Voltajede carga en A
Ve =874.93/(28.87-120)=874.93/ —93.13
Ve =874.932(93.13-120)=874.93/148.87

P, =174 x177=1475.25 < Potencia real de carga en A
P, =3xP, =3x147525=442575

carga
P =3xI* x1=3x5"x1=75

P, P + Pinea =4425.75+75=4500.75 L)

total — carga linea

Medicion de la potencia. La potencia en un circuito monofisico de cd es el

producto del voltaje por la corriente en la fuente o carga en cuestién, en un

cireuito monofdsico de ca la potencia activa o real es el producto de los valores

efectivos de voltaje y corriente; en el campo se emplea un vatimetro de dos

bobinas: bobina de corriente y bobina de potencial para medir ambos, su lectura es

la potencia activa del circuito y se calcula por:

P=V,I,,. cosf=Re[lT*]

rms® rms
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La potencia de un circuito trifasico Y-Y de 4 hilos (con hilo neutro) figura 1.9a, se
obtiene conectando 3 vatimetros entre cada fase y el neutro; entonces la

potencia total es la suma de las tres lecturas y se calcula por:

P=P +P +P
P, =RelV,1,,*]
P, =Re[V,,],,*]
P, =Re[V/, I .*]

Sila carga esta balanceada la lectura sera P=3xP1.

(a) ¢ . e (b)
. aA H—"] H.—]
i_rww A
L LYY Tan Rl
[ “‘“’“1-1._ A
C C"') 2L _'i_rw“
Hilo nentro Wa
n Wa'a'a'all Fuente Carga
t A : e o | AR TN
# 2 - Wy |
. Yoo 4, L ’_fYW\_ & | Ay
) i
——YY W “
) Wy £ d
I.c )

Figura 1.9 Medicién de potencia en circuitos trifasicos (a) de 4 hilos; (b) de 3 hilos

Para un dircuito trifasico de 3 hilos (que involucra una A en la fuente y/o en la
carga) figura 1.9b, no se dispone de hilo neutro; en tal caso la potencia se

mide con dos vatimetros y la potencia total es la suma algebraica de las
lecturas en ambos.

B =Re[7,T,,*] = Re|(\/3V2 ~30)(1.£ - 0)|= /3T cos(30 + 0)
P, =Re[7, T, *] = Re|(\/3V.£ —~90)(1£ ~ 0+120)| = /3¥1 cos(30—0)
P =P, +P, =-/3VIx[cos(30+0) + cos(30—0) | =~/3V,I, cos @
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Transformacion unidad

En los sistemas eléctricos de potencia donde se trabajan valores del orden de los
kV y MVA resulta util para efectos de cilculo y mas informativo expresar las
cantidades eléctricas como razones de sus cantidades bases eliminando asi el
uso de unidades, una cantidad por unidad se define por:

Cantidadreal

Cantidadpor unidad=————
Cantidad base

E/ voltaje 'V, la corriente I, la potencia S y la impedancia L, se relacionan entre si de
manera tal que la seleccion de los valores base para dos de ellos determina los valores base
de los dos restantes. Bl uso de valores por unidad simplifican el circuito equivalente del
transformador, de tal forma que las tensiones, las corrientes, las impedancias y las
admitancias externas expresadas por unidad, no cambian cuando se refieren de uno de los

lados del transformador bacia el otro.

Transformacién por unidad en circuitos ca

Para los cirenitos de ca monofisicos (125) o trifasicos (32) las siguientes cantidades
por unidad se definen de igual manera, considerando que en un circuito 12
el voltaje y la potencia son de fase; mientras que en un circuito 32, el voltaje

es linea a linea y la potencia es trifasica, P3y=3Pix:

_ voltajereal Tou = corrientereal
voltajebase, Vb corriente base, Ib
VA base— volt'ajebase, Vb VApu = VA real ’ Zreal = Zpuv—b
corrientebase, Ib VA base Ib

La impedancia por unidad para un circuito 12 y para un circuito 32 se

definen por:

impedanciareal,Z Ib-Z Ib-Z
impedanciabase,Zb Ib-Zb Vb

Zpulg=

Zou3s Sby,Z
u3g=——-
P Vb, >

LL
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Para cambiar un valor de impedancia por unidad Zpui con valores base Vb
y Sbi a nuevos valores base de voltaje y potencia Vbz y Sbz se emplea la

siguiente relacion de transformacion:

2
Vb, | ( Sb
A =2 [WJ (ﬁ}
2 1

X Ejemplo 1.15. Para el circuito 12, de 3 zonas mostrado en la figura 310,
dividido por dos transformadores Ti1 y T», cuyas capacidades nominales se
muestran, y usando zalores base de 30kVA y 240 V en la zona 1, dibujar en
circuito por unidad y determinar la corriente de la carga. Para los
transformadores, las resistencias de los devanados y las ramas de admitancia en

derivacion se desprecian.

Solucion. (1) La potencia base para toda la red es la misma Sb=30 kVA; (2) se
determinan los voltajes base en cada zona, sabiendo que Vb1=240 V y
conociendo las relaciones de transformacion; (3) se determinan las
impedancias base; (4) se expresan las reactancias pu de los transformadores
en los valores base del sistema; (5) se determinan las impedancias pu de las
lineas de transmisién; (6) se determinan los valores del circuito necesarios (el

circuito con valores por unidad se muestra en la figura 1.11):

Zona 1 ; Zona 2 : Zona 3

V, = 220£0° volts
+

—() Y ) —AW— Ny
g 1
"!',: Xiinea =2 Q :'f:z Zenrga = 0.9 4 0.2 &
i 1
30 kVA 20 kVA
240/480 volis A60/115 volts
Keg = 0.10 pn. Xeq =0.10 pu.

Figura 1.10 Circuito monofésico de 3 zonas

FSD-FMTC * v2.0 * 2026 * © A. Brito H.




Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién [-72

(1)  Sh=30,000VA

(2) Vb =240V; Vb, = 14 Vb, = 480, 40— as07; Vb, = 14 Vb, = 115 480 = 1207
|4 240 v, 460
2 2 2 2 2 2
3 Zb= LN =1.920,  7zb, = Ve, _ 430 _ 7.68Q,  Zb, = b _ 1200 4s0
Sb 30,000 Sh 30,000 Sh 30,000
2 2
@ Xppu=010,  X,pu- mo(ﬂj 30000 0‘10(£) 300001 137
480 20,000 120/ {20,000
(5) Xpapu= K _ 2 _ 9604, Z DU = 8 = 09+/02 ) g754 j0.4167
Zb,  7.68 ¢ Zb, 0.48
6)  V.pu= 22020 _ 91740
V.pu 0.9167£0
Laput =1 pu = — == ,
J(Xppu+ Xy pu+ Xpypu)+ Zoopu j(0.10+0.2604+0.1378) + (1.875+ j0.4167)
L pu=—06T20 44395, 2601
¢ 2.086.26.01
Ib, = b _ 30000 _ 550,
Vb, 120
1 e = LiyguPtx Iby = (043952 - 26.01)x 2504 =109.9.£ - 26.014 -
3 ,f_s”_"_ .jx'f'l,._.._ _T-Xll'nnn,,_.._ .'}‘X'!Q”_.,. "cm'g.\,,_u_
70,10 poa. 70.2604 pa JOLLATE pon

%

0.9167£0° p.u. @

d{:m'g.\ e

1875+ j0.4167

Zona 1 Zona 2 Zona 3
Viaser = 240 volts Viasez = 480 volts Vhases = 120 volts
(240)2 ) ) (4802 _ ) (120)? .
s S el NS 4 Ty Ml — (AR )
basel T B0000 baseZ T R0000 ’ bases 30000
Shase = 30 VA S0000
nees Ihases = B 250 A

Figura 1.11 Circuito monofasico con valores por unidad (pu)
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Transformacién en componentes siméftricas

En el estudio de componentes simétricas resulta util introducir el operador

complejo , 3,y sus siguientes identidades:
B3
2

{1:14120°:7—1

2
a=1/120°,  a*=1£240°, &’ =1£0°, a‘=a=1/120°,  ja=1/210°
l+a+a*=0, 1-a=+32-30°, 1-a’>=~3£30°, a*>—-a=~32270°

l+a=—-a’=1£60°, 1+d*=-a=1£-60°, a+a’=-1=1/180°

Componentes simétricas de los voltajes de fase

La transformacion en componentes simétricas es una técnica desatrollada por C. L.
Fortescue en 1918 para analizar sistemas trifasicos desbalanceados; consiste
en descomponer cada wolfaje o corriente de fase del sistema trifasico en tres
componentes de secuencia (cero, positiva y negativa), de manera que cada fasor de fase

es la suma de sus 3 componentes de secuencia (figura 1.12):

V; =[740+V;1+Vuz

Vb :VI70+V17]+V;2
V::V:O+V:]+V:Z

(0) Componentes de secuencia cero. Tres fasores de magnitud igual y

desplazamiento de fase cero (Vao, Vio, Veo).

Vuo:Vw:Vco

(1) Componentes de secuencia positiva. Tres fasores de magnitud igual,

desplazamiento de fase £120 y secuencia positiva (Vat, Vb1, Vei).

7, =V, x1£240=d’7,
7, =V, x1£120=al,

(2) Componentes de secuencia negativa. Tres fasores de magnitud igual,

desplazamiento de fase £120 y secuencia negativa (Vaz, Vb2, Vc2).

x1£120=a¥,

al

I71;2 = Vaz
1722 = 1722 x1£240= azzl
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Vao Vio Veo = Vo V.,

Vao Vo Voo Vaz = V2

o Vo= Vi \[/

Vi
(a) Componentes de Componentes de
secuencia cero (b) Componentes de secuencia negativa
secuencia positiva

Va
Vao Vao Vio
V
Va V.
1 Vi . \?2‘_
Vio

Fase a Fase b Fase e

Figura 1.12  Voltajes de fase en términos de sus componentes de secuencia

Escribiendo matricialmente los fasores de fase en términos de sus componentes de la

fase a, se tiene lo siguiente:

V; = V;o + V:zl + V;z V; 11 VaO
V=V +a'V, +ab, 7=t @ a7,
V.=V+aV, +a'v, 7. 1 a o)V,
Definiendo un vector de fase Vp, un vector de componentes para la fase a Vea y una

matriz 3-cuadrada de transformacion A:

7 7, 111 111
7, V.l  A=1 & a —>A'1:§ 1 a da
14 V., 1 a a 1 a a

De esta manera se tienen las siguientes ecuaciones de conversion entre

fasores de fase y de secuencia para la fase a:

V =AV. = V. =AYV

P sa sa P

En un sistema 3¢ balanceado la componente de secuencia cero es cero ya que

Vatvetve=0. En un sistema 3¢ desbalanceado, los voltajes linea a neutro pueden

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




75 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

tener componente de secuencia cero; pero los woltajes linea a linea no tienen

componente de secuencia cero.

B Ejemplo 1.16. Para un sistema 3¢ balanceado en secuencia positiva con

Van=227 volts, calcular las componentes de secuencia para la fase a.

Solucion. Empleando las ecuaciones antes deducidas se tiene:

7 22740
v, =|7, |=|227£-120
7. 227/120
7, L+, +7) 1(227£0+227/-120+227/120)] [ 0
V=7, 1|= %(17; +al, +a’l)|= 1(227 +227+227) =227 &
7ol |17 +a7, +al) 1(227 + 2274120 + 227.£240) 0

Componentes simétricas de las corrientes de fase

La transformacién en componentes simétricas también es aplicable a

corrientes fasoriales de fase, como se muestra a continuacion:

T, T,

-1
L=Al,&1,=4"1, 1,=|T,| I,=T,
T, I,

En un sistema 3¢ conectado en Y de 4 hilos, la cortiente neutra esta dada

por: T =7 +7,+1 =37,, de manera que en un sistema balanceado conectado
en Y, las corrientes de linea no tienen componente de secuencia cero, puesto
que la corriente de neutro es cero. De lo anterior se deduce que en un

sistema 3¢ de 3 hilos A o Y no aterrizado las corrientes de linea no tienen

componente de secuencia cero.

X Ejemplo 1.17. Una linea 3¢ que alimenta una carga equilibrada conectada
en Y con neutro aterrizado, tiene abierta la fase b. Dadas las corvientes de linea
desbalanceadas, calcular las corrientes de secuencia para la fase a y la corriente al neutro:
7,7 T 1020

L=|T,|=| 0
7| 102120

FSD-FMTC * v2.0 * 2026 * © A. Brito H.




Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién [-76

Solucion. Empleando las ecuaciones definitorias de corrientes de secuencia se

tiene que:
I, +T,+T1.) 1(10+0+10£120) 3.333.£60
=| (T, +al, +a’T.)|=| L1(10+0+10) |=| 6667
T, ;(T +a’T, +dl.)| |1(10+0+102240)| |3.3332-60
T,=T,+T,+T.=10+0+10£120=10£60=3xT,, »

Transformacion de Laplace

La transformada de Laplace es una operacion lineal que transforma una funciéon en
del dominio del tiempo f#) en una funcién F(s) en el dominio s de los

nameros complejos y existe si la integral converge para £>0; se define por:

F(s)=L[f(n]= j: f(t)e™dt L[ ]« Operador de Laplace

Llaf (t)]=aL|f (¢ RvC

[ lr@]=atlfo] ~ aenv }(—Linealidad
Laf0tag0]=aLl/O]taLl)]

La integral converge si f{?) es seccionalmente continna en cada intervalo finito en el

rango >0y si es de orden exponencial conforme #—300, esto es existe una

constante < R, tal que lime™|f(1)]=0
t—m

Teoremas de la transformada de Laplace

Los teoremas de la transformada de Laplace: (1) #rasiacion o retardo en el tiempo,
(2) traslacion exponencialy (3) cambio de escala en el tiempo; (4) diferenciacion real; (5)
valor final, (6) valor inicial, (1) integracion realy (8) diferenciacion compleja; ayudan a

simplificar el calculo de las #ransformadas de funciones, derivadas e integrales:

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




77 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

(1) L[ft—t))-u(t—t))]=e"F(s)
donde :u(t —t,) < funcion -impulso -unitario

u(t—ty)=1-para-t>2t, 'y u(t—t,)=0-para-t<t,

@ erol-[ete o= e f0=Fs-a),  aeRv-aeC
(B)  L[f()]=kF(ks), keR Ak>0

o {dm)} F(=)= 10, L{d ! (Z)} S F(s) =5/ (0)- £1(0),
(4b) L{d;{n(t)} =s"F(s)=s"" f(0)=5"7 f1(0)...—s/ " (0) = /" (0)
(continua)

) lim i =lim sF (s)
©)  f(0)=limsF(s)

@ L0 80 20)=[ 1 (0)-di
N N =0
si las condicione s iniciales son nulas g(0")=0.". L[[ f (t)dt]: Fis)
s

®  Lro)- (1)””

asi mismo la funcion delta se define como una integral compleja :

S@t) = .[:Oef M Af = J.:Oe'f 7 df < f = frecuencia dominio del tiempo

n=123...

o(n) = L_[we”md(o = L-[me"’””a’(<) « @ =2nf = frecuencia angular
2r 2

Funcién impulso unitario

Antes de continuar nuestra exposicion se estudiard una funcién de gran
interés y aplicacion. La funcion impulso unitario o funcion delta es una funcion del
tiempo que vale cero cuando su argnmento (t-ty) es menor que cero; que vale cero cuando su
argumento es mayor que cero; gue es infinito cuando su argumento vale cero , y que tiene un

drea unitaria, matematicamente se expresa por:
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6(t—t)=0 para t#t,

[ 86-1,)de = L’“}S(: —t,)dt =1

La amplitud del impulso es infinita. Cuando se multiplica por una funcién ft), su

amplitnd o peso cambia de 1 a f{to), es decir:
Intensidad| / (1)5(t — 1,)] = jz F(O8(t—t,)dt = f(t,)

En términos de la frecuencia f, y para etectos de andlisis espectrales y su uso con
transformadas de Fonrier, se tienen una definicién alternativa altamente util para

la funcién delta:

5@ = [ df =[ e af
du()

o) = <> u(t) « escalon unitario

Transformacion de funciones

A continuacién se presentan y transforman funciones de amplio uso en la

ingenierfa de control:
Funcion escalon:

0 parat<O

1= {A parat>0

L[4]= I: Ae™dt = % [e'“’ - eo]: %

Funcién rampa:

)= 0 parat<O0
| Ar parat>0
o , d(A d A
L{dt|=| Ate®dt =(-1)—| = |=—=4—(s7" )=
[ ] JO ¢ ( )ds(sj ds(?) s?
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Funcién pulso: es una funcién escalén de altura A/T y longitud T

0 parat<0,T<t 4 4
)= - f)==1(t)-=1¢-T
u %para0<t<T 10 T() T( )
A A A A A
LI 0]=L| 210 |-l 21¢-T) |= 2 - 2" = 2 (1=
[r)] [To} {T( )} e = e)
Funcién impulso: es un caso limitado de la funcién pulso

0 parat<0,T<t

o= limé para0<t<T
70 T
d [ ST
L")
Lfo]= 1T1rr%[Ti (l -7 )} = lim ﬂdi A _ 4 Area bajo el impulso
dr

Funcién impulso unitario o delta de Dirac: tiene wﬂgﬂzﬂtd z'nﬁnz'z‘a y duracién de cero

6(t—-T)=wparat=T
L[s(t-1)]=1

f(t)={5(t_T)=0 paratiTafmc?(th)dtzl 5(:4):%1(:4)

Funcién exponencial:

0 parat<O
1) = a, A = ctes
Ae™ parat>0
L[Ae'“’]z Jm Aee™dt = Jm Ae™'dt = L[e'w - eo]: 4
0 0 —(s+a) S+a

Funcién senoidal y cosenoidal:

9= 0 parat<O0
®= Asint parat>0
. - - -st _ A4 = j oot —jor | -st 7A 1 1 _ Aw
L[Asma)t]:j0 (4sin wt)e™dt 727j'[° (ef "~ dti?j(s—ja)is+ja))7 i
- 51 _ A (o —jot \ st g, _ As
L[Acosa)t]=_[) (A cos wrt)e™ dt _EJ‘U (e’ "—e ’)e ’dl_s2+a)2
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Transformacion inversa de Laplace

El proceso inverso de encontrar la funcidn del tiempo f{?) a partir de la transformada

de Laplace F(s) se denomina transformada inversa de Laplace y se define pot:
f(=L" [F(S)] = LJ.HJOOF(s)e“"a’t parat>0
27y c— joo

Donde cew es la abscsa de convergencia, y cumple que c>Re[si], siendo s;
cualquier punto singular de F(s). La integral es del campo de los numeros
complejos; y su evaluacion es complicada; en su lugar se emplea una tabla de
funciones f{#) y sus transformadas F(s) (ver tabla 1.5). En algunos casos es
necesatio expresar F(s) como una suma de fracciones parciales para transformar

cada término separadamente; este es el método preferido.

W™ Ejemplo 118. Hallar la  #ransformada  inversa de Laplace de
F(s) = 5[s(s + (s + 2)]"

Solucion. Expresando la funcidn racional como una suma de fracciones parciales e

invirtiendo término a término se tiene:

F(s) = S 4 by +-
s(s+1D)(s+2) s s+l s+2
_1d" (P 5
T 0lds® R(s) ), (s+ 1)(c +2)) (1)(2)

_1d"(P(s) s
S 0ds\R(s)) s(s+2) —1(- 1+2)

) el b
0lds’ \R(s))_, 9(9+1) —2(- 2+1)
25 5 25
Fis )_T_s+1_s+2
£ =L [F)]= L [E} L [—5 }— L {L'S } 2 Su(t)— S — 2,56 .
s s+1 s+2

Con frecuencia resultan transformadas inversas de Laplace que involucran
polos complejos conjugados, en tal caso no es necesario la expansion en fracciones
parciales; sino como una suma de funciones seno y coseno amortignadas, tomando

en cuenta que:
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®
(s+a) +w*’

s+a

L[e’”' sin a)t]= m

L[e’”' cos a)t]=

X Ejemplo 1.19. Hallar la transformada inversa de 1aplace de (s) = 25 +12

sT+25+5

Solucién. La factorizacion del denominador es ¢ 1 254+5=(s+1+ j2)(s +1- j2)>

lo cual también se factoriza como 2 4 254+ 5=(s+1)? +2?, de aqui que:

25 +12 25 +12 10+2(s+1) 2 s+1
F(s): 2 = 2 P 2 2 = 2 2 + 2 2
sT+2s+5 (s+1)"+2 (s+1)"+2 (s+D)"+2 (s+1)"+2
L'[F(s)]=5L" 22 - [+2L" d tl | =5e™ sin 2t +2e™" cos 2t -
(s+D)"+2 (s+1D)"+2
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Convolucion

La convolucion es un tipo especial de producto commutativo de dos funciones y se define
como una integral, es decir, la convolucion de ft) y g(t) se denota y esta dada

port:
E*00) = fO*e) = f(Ogt-)dr >  frg=gxf

La transformada de la convolucion de [y g es producto de las transformadas individuales
de [y g La transformada inversa del producto de las transformadas F y G, es la
convolucion de [y g.

Ll *9m]=LLfw] Llew]

L'[F)-Gl= =2
Este ultimo hecho permite hallar la transformada inversa de una funcién
H(s) siempre que: (1) H(s) pueda descomponerse en dos funciones F(s) y

G(s); (2) las transformadas inversas f{t) y g(t) existan; (3) sea posible evaluar las

integrales de convolucién de fy g.

A Ejemplo 1.20. Hallar la ransformada inversa de p(s) = [(s + a)(s + b)] "> usando

la técnica de convolucion.

Solucion. Se aplican los tres pasos enunciados y se tiene que:

1 1
) HO=FE) GO > FO)= s G0 =

2 f(t)=L’l[ ! }:w’, g(t)=L’l[L}=e’b’
s+a s+b

@) (o0 =[SOl -0)dr = [l e T = e e

_ J.(;e(b—a)r—htdz_ _ b%e(bfa)pm ; _ ﬁ[e(bfa)lfhl _e—br]
_ b_%[e(b—afb)t _e—ht]: ; 1 - [e—at _e—bt]
SLHO=Fron = e e .
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Transformacion de ecuaciones diferenciales lineales
invariantes en el tiempo

Las ecuaciones diferenciales lineales invariantes en el tiempo con o sin condiciones
iniciales se resuelven de forma sencilla mediante la #ransformacion de Laplace.
Dada una ED se realizan los siguientes pasos: (1) se aplica la transformacién
de laplace a cada término de la ED; (2) se resuelve para la variable
independiente F(s); (3) de ser necesario se aplica transformacién inversa de

Laplace para expresar la funcién en el dominio del tiempo f7).

X Ejemplo 1.21. Hallar la funcién y(#) que satisface la ED p?y+3Dy+2y=0,

sujeta a las condiciones iniciales: y(0)=a, (0)=b.
Solucion. Se aplican los tres pasos antes numerados y se tiene que:

(1) L[p+3p+2y=0]=[sY(s) —59(0) = 5(0)]+ 3[sY (s) - »(0)]+ 2[¥(s)] = 0
Y —as—b+3sY -3a+2Y =0 > V(s +3s+2)—as-b-3a=0
_a(s+3)+b  a, N b,

@) = =
(s°+3s+2) (s+1) (s+2)

%:id;o[@} :[a(s+3)+b)‘ _aC1e3)b _,
0'ds” \ R(s) ) _, s+2 . -1+2
bozidio(@J :(a(s+3)+bj _a(243)4b
0ds”(R(s)) s+1 ), (24D
_2a+b_ a+b
T (s+D) (s+2)
1l 2a+b i a+b | - o
3) »o)=L |:(s+l)} L |:(s+2)}—(2a+b)e +(a+b)e )
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Tabla 1.5 Transformadas directas e inversas de Laplace

E(s)=L[/1]

SO=LAE(s)]

F(s)=LL/1]

SO=LAE(S)]

a) .
1 50 % sin wt
S t+w
1 s
« 1 3 2 cos wt
s sT+o
- )
A(l_eST) T sinh wt
Ts T s2 _ a)z
1 s
o2 t IR cosh wt
S s'—w
! o e Y
s" (n=1) (s+a) + > e “sinwt
! : _sta
§n ¢ (s+a) + o’ e cos wt
2
71 —at @
3 1—cos wt
s+a € S(S2 + wz)
2
_ e o, % 674 Sin(w, K1), K =1- &
2
s w, S+ @
(s+a) P+ 2lw,5 + @)
n! n_—at s — Lo sin(w, Kt — ¢)
(s+a)" re s +28w,5 + o] K=1-&, g=tan"' K/
2
1 . (1 _m) @, 1-Le" sin(w,Kt + §)
—\l—e 2 2
o : 22057 @) | 5o e ki
1 »°
s 1 —at —bt .
a\¢ € = wt —sin ot
(s+a)(s+b) b ( ) s2 (s’ +@?)
S _ _ 20}3
- 1 bt at .
(s+a)(s +b) ﬁ(be —ae ) Glra?) sin @t — wt cos wt
1 [+ (pe~ae” : i
- a1 (g et s n
s(s+a)(s +b) alltap\be” —ae >+ ) S tsin @t
1 B N 52— w?
s(s+a) e —ae™ g tcos ot
s(s +a)’ aZ( ) (s +o*)?
1 2
— Lll-e —ate™ al (cos @t — cos w,t)
s(s+a)’ a? ( ) (>t )(s’ + ) o~ | )
1 2 1
1 —at N .
— Llat—1+e s 1 ot ;
s*(s+a) al( ) G +0?) 2w(smw wt cos @)
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Transformacién en series de potencias

Sucesion. Es una funcion S(k) cuyo dominio es el conjunto de los enteros no
negarivos, k e {7y, y cuyos términos son los elementos de la sucesion (contradominio),
pudiendo ser finita o de N términos: j =o12,...N -1, O bien infinita:  —=012,...00;
siendo estas ultimas de mayor interés:
5(0),8(1),5(2),+S(k), = ay,a,,a,,a,. = {a, f; = {a, } < Sucecién infinita
5(0),8(1),8(2),--S(N =1) = ag,a,,a,,-+a,_,- =1{a, J, ' < Sucecién finita

Una sucesion puede ser convergente o divergente segin tienda o no hacia un valor

L cuando k - w:
fma, =1

El criterio de convergencia de Canchy establece que: una sucesion {, |} converge

si y sélo si para un ¢>oexiste un y tal que la,~a < Para toda ; j> y. Una
i J

sucesion es mondtona si es: creciente la, <a,, ) decreciente la,>a,.,}> 10 creciente

la, <a,,}» 70 decreciente la, > a,, )

Serie. Es la suma de los términos de una sucesion, pueden ser representadas por la

notacién sigma y es de interés primordial saber si son convergentes o

divergentes:

S=80)+SM+SQ2)+...+ Sh) +...=ay+a,+a, +...+aq, +...= Y a,

Sy=S0)+SM)+SQ@)+..+ S(N-D) =ay+a,+a, +...+ay_, = a

. ; . . . v )
La serie Y a, convergesi la sucesion de sumas parciales g _ >V la, » converge;

es decit:

lim Sy =limY " a, =L

N—ow N—ow

Si el limite no existe entonces la setie diverge. Una condiciéon necesaria para

la convergencia de la serie es:

lima, =0
k—o
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Una serie tiene convergencia absoluta si 3 |a,| converge; de otra forma tiene
k=0

convergencia condicional. I orden de los sumandos de una serie de convergencia absoluta

no altera la sumay pero si la altera en una serie de convergencia condicional.

Series especiales

La serie geométrica se define por y tiene las siguientes propiedades:

= - k— 2 e k e
S=> 2 =lez 4ttt

N
;S‘N=z,’:012’t =1+Z+zz+~~~+zN"=11__ZZ
lim S, = lim 1-2" :L siempre que‘z‘ <1
Now & Now |-z ]-z
S=1-1+1-1+1-1+...—...4+ laserie es oscilante para z = -1

La serie harmonica es absolutamente convergente para Re[a]>1, Y absolutamente

divergente para Re[o]<1; se define por:

o 1 1 1
§= — =ttt
Zk:lka 20! 30‘ k“

v o1 1 1 1
Sy = — =ttt
N Zk:lka 2“ 3@ N¢

La  serie  harmdnica alternante es absolutamente convergente para Re[a]>1, Y

absolutamente divergente para Re[a]<1; se define por:

s=3" (_I)M_]_L 1 i
k=1 ka za 3(1 ka
- 1 1 1
S = N ( -t ——
N ZI::I ) ¢ 3 N¢

La funcion zeta de Riemann se define como la suma de la serie harmonica infinita.

w1

C@=X1

Pruebas de convergencia

Prueba de comparacion. La serie de términos positivos 3 a, converge, si
existe una serie convergente b, tal que , <p vk. Similarmente, la setie

Y a, diverge, si existe una serie divergente Sb, tal que 4 >4, vk-
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Prueba de integral. Si los coeficientes a¢ de una setie > > 800 decrecientes
(=0

pueden ser extendidos a una funcidn decreciente de variable continda x:

a(x) = a, para x € 2" > ENLONCES la serie converge o diverge con la integral: L“‘ a(x)dx -

Prueba de limites. Estas pruebas son de cociente de raiz y de Raabey se aplican

ala serie o, . El caso mostrado indica que la serie converge absolutamente,

de lo contrario diverge, si el limite es la unidad, la prueba falla:

lim[ 21| < 1 < Prueba de cociente
k— x| ak

hm‘a,“ < Prueba de raiz
k—o

: ak+l
llm nl 1——=41>1 < Prueba de Raabe
e a
k

Ejemplo 1.22: Aplicar la prueba del cociente a la serie 3 ¢
k=1 k'

i ‘ M ‘ ‘
= lim| =
e ef (k+ 1) Hw\k+l\

Ay
a,

lim

k—o0

. la serie es absolutamente convergente -

Prueba de Gauss. Considere la setie Ya, sioa | L, b, donde b esta

a, koK
definido, entonces la serie converge absolutamente si I.>1; de otra forma la

serie diverge o converge condicionalmente.

Convergencia uniforme
Una funcidn f(z) es continna en un dominio cerrado si |, 1) = f(z)> Para toda z
¢z :

del dominio. Considere una serie en la cual los términos son funciones de z,

La serie converge en un dominio, si la serie converge por cada
k= oaA (2)° ’

punto z en el dominio. Si definimos la funcién continua 1)=3" a,(2)>
k=0 "k

podemos establecer un ¢riterio de convergencia; para un ¢ dado existe una

funcion y(z) tal que:

£(2) =Sy (2)| = ‘ @)=Y lak(z)‘ <& paratodo z en el dominio
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Una serie de la forma 3 a(z) € uniformemente convergente en el dominio si
k=0

paraun >0 dado, existe un N independiente de z tal que:

‘f(z) -Sy (z)‘ = ‘f(z) - z:;lak (z)‘ <e para todo z en el dominio

Prueba de Weierstrass. Una serie 3 y es uniforme y absolutamente
k=0

a,(z
convergente, si existe una serie convergente de términos positivos > oM, tal
k=0

que: |g, ()| < M, Pata toda g del dominio.

Prueba de Dirichlet. Considere una secuencia decreciente, de constantes
positivas ¢, con limite cero. Si todas las sumas parciales de ai(z), estin

ara toda N;

definidas en un dominio cerrado, es decit: ‘Z“ u (Z)‘ < constante > P
k=1"k

entonces es uniformemente convergente en ese dominio cetrado.
k=

ey (z)»
Esta prueba no implica convergencia absoluta.

En general: una serie uniformemente convergente de términos continuos representa una

Sfuncion continua.

Series de potencias de convergencia uniforme

Las series de potencia tienen la forma:

© I 2 k
zkzoak(z—zo)‘ =a,+a(z—z))+a,(z—z)) +...+a,(z—z)" +...

El dominio de convergencia de una serie de potencia es un circulo en el plano complejo, y su

radio de convergencia se obtiene al aplicar la prueba de convergencia del cociente:

Zw a,z" - R =lim ‘a,\,‘

k=0 kﬁw‘aku‘

Si la serie de potencias > a7t converge para ;- , entonces la serie
converge absolutamente para 2|=z,|- Ejemplo 1.23, hallar el radio de

convergencia para la serie de potencias DR
k=17

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




1-89 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

a| e+ 11z
=lim——7———

(k+1)1=k! (k)k!

R =lim PR L = lim(k + 1)l =lim(k+ Dl <1
. . —In(k+1)
R = lim(In(k +1) + (k)k!In|z]) < 0, In|z| < lim """ 5 1nfz < 0, |2 < 1
k> ke (k)k!
.. la serie converge absolutamente para ‘z‘ <l: -l<zxl *

Funcion analitica. Una funcion fz) es analitica en un punto z=a si es
diferenciable en « y en todos los puntos de una vecindad de . De forma
equivalente f{z) es analitica en « si puede representarse mediante una serie de

potencias, con radio de convergencia (R):
f@=XeaG-a), R>0
k=0

Una propiedad fundamental de las funciones analiticas es que, si son
analiticas en un dominio simplemente conexo (regidn sin huecos), la integral

sobre cualquier contorno cerrado simple C es nula (cero):
§C f(z)dz=0

Esto significa que, al recorrer una trayectoria cerrada y regresar al punto de partida, e/
cambio neto acumnlado es cero. Por ejemplo, en un circuito eléctrico ideal, la suma
algebraica de todas las caidas y elevaciones de voltaje alrededor de una malla es cero,

principio utilizado en andlisis de circuitos, campos electromagnéticos, ete.

Si una funcién es analitica en =4, entonces a es un (1) punto ordinario, de otra
forma es un (2) punto singular, el cual puede ser (2a) singular regular, (2b) singular

irvegular.
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Derivacion e integracion de series de potencias

La derivacion de una serie de potencias se realiza en cada término de la serie como

se muestra:

d
2 +'”+7de’€ R
dz

=Y ka2 =Y (k+Day, 2t
Siy= Z::oakzk
SO AR Y D SR
- y"'=yP =" k(k-Da,z*"
- y”': y(S) = Zi}k(k - 1)(k - Z)akzki3
= = 3 Kk =Dk = 2)e (k= Dag 2

izw azk—ia +iaz+iaz
dz “—k=0"k dz ° dz " dz

= =Y Gk mk+n-1k+n-2)-(k+Da,,,z"
Ly =Y (UG- g,z

La integracion de una serie de potencias se realiza en cada término de la serie como

se muestra:

Iz;oakzkdz = Iaodz + Jalzdz + Iazzzdz +oeet Jakzkdz +oee= z:=0akakdz

© 4 k4
= ="+ C
IS

Desarrollo de funciones en series de potencias

Brook Taylor demostré que toda funcién f{z) continua y diferenciable puede
ser aproximada en la vecindad de z=a por una serie de potencias conocida

como serie de Taylor:
f(2)= Z:ZOC,{(z—a)k =c,+c(z—a)+c,(z—a)’ +c,(z—a)’ +~~~+c,{(z—a)k +...

Taylor descubtié que ;®(q) =k, €s decit: ¢ = r®(4)/1, de esta manera la

serie de Taylor que representa la funcién f{z) en la vecindad de z=a esta dada

port:

f=Y" e z-a) =Y L0z a)

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




1-01

Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

La serie de Taylor se emplea para representar la funcién con un numero

finito de términos, que recibe el nombre de polinomio de Taylor de grado n. El

resto de la funcioén se representa por un residuo R(z):

P.(z)= f(a)+fl)(a)( a)+%(zfa)2+...+L'(a)(zfa)”
. n!

(n+1)
PR A

( +1)' (Z_c)n+1

B Ejemplo 1.24. Hallar el polinomio de Taylor patra cosx, en z=7z/4, con 4

términos.

Solucion. Aplicando la serie de Taylor en las cercanias de z =z /4 se tiene:
f(z)=cosz, a=rl4
P = s+ @+ T O O
f@)=cos(zx/4)=1/2,  fD(a)=-sin(z/4)= —1/(

() = —cos(ﬂ/4) =—1/~2,  [fO(a)=sin(x/4)=1/2

_ L o oqy. L e-araf 1 (z-z/4)
cos z «F «F( /4) 5 o +ﬁ 3
= 070711~ (z— 2/4)~ Y(z - /4 + Y (z—n/4) +-] .

Para z=0, la serie de Taylor se conoce como serie de Maclanrin:

© k © f(”(O) k
/() :Zkzockz = Zk:o oz
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La tabla 1.6 muestra las series de Maclaurin para varias funciones elementales, siendo
zeRvC(C:

Tabla 1.6 Series de Maclaurin para funciones elementales

-2 =32

2k-1
z‘ <1 log[r—zjzzzw z—, z‘<1 cos™! z:%—sin’1 z, |4 <1
_z _

w (_1)1(22“1 . (_1)k+lz2k—1

(-2 =37 (k+D, |4 <1 sinz:ZHm, <o tan ! Z:Zk:IT’ <1
(1+2)* = z::(,(%jzk’ 7<1 cosz = Z;O%, < sinh z :2:20(22;7:11)!, |
e = ::O%, <o tanz=z+§+21—zss+l3712; . z\<E COShZ=Z::0(22;kk)!> 2 <o
log(l—z):—zrzlzk—k, z|<1 Sm,\Z:Z+227.33+21jz.55+21:‘3‘:22_57+_”’ 4 <1 tanhz:z—z—;+21—i—%+w, z‘<%

Solucién de ecuaciones diferenciales por series de
potencias

omo hemos visto cualquier funcién puede ser aproximada por una setie de
C h ist lquier funci de ser aproximad r rie d
potencias; este hecho se aplica a la EDO de cualquier tipo que no es sino una

dgualdad de funciones:

A Ejemplo 1.25. Resolver la ED (;_3),12, -0, alrededor del punto x=0,

empleando series de potencias.

Solucion. La ED es analitica en x=0, y su soluciéon por hipétesis es una serie

de la forma ,_ S ext El método de solucion es el siguiente: (1) se sustituye

cada funcién y sus derivadas por series de potencias; (2) se agrupan términos
convenientemente de manera tal que se pueda aplicar el principio de identidad
para sumas, (3) se obtiene una ecuacion de recurrencia pata los coeficientes; (4)
se encuentra un patrén para los coeficientes en términos de las n primeras
constantes arbitrarias; (5) se expresa la solucién como una serie de potencias;

(6) se determina el radio de convergencia para la solucion.
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SOLUCION DE UNA ED POR SERIES DE POTENCIAS :(x—3)y'+2y =0

y= z::(]c x, y'= Z::] kckx"’] = ZZ:O (k+ l)ckﬂx"
(M) (=3, (kDo x" +237 ex* =0
S xY " (ke x" =337 (k+ e, xF +2) 7 exf =0
) Do+ Do, x =" 3k + e, x* +)07 2e,x" =0
> 37 (keyx* =3k + ey x + 26,58 )= 37 (ke, =3(k+ ey, +2¢, )% =0

ke, +2¢ k+2
3) (ke, =3(k +1)e,,, +2¢,)=0= ¢, , =ﬁ =3%+D ¢

0+2 2
4) ¢ = Cy==¢
3(0+1) 3
o = 142 . _ic —éc
31+ " 6 9
¢y = 2+2 c —ic —ic
P32+ 9 27
) k+1
.ck=—3k c,
© k+1
(5) y=c k=07xk
) R=£imc—*=lim C ’ o= k+2 ¢ - k+2 xktlco
e [P T T 3(k+1) 3(k+1) 3
‘ k= Dey ‘ i(3k+3)‘
k
R =lim 3 =1li ‘3(k+1)‘:1im dk = lim|~| = 3 « Regla de L'Hospital
k> (k +2)x (k +1)c, /Hoc‘ k+2‘ k| d (k+2)‘ kool |
3(k +1)x3* dk
La solucion converge para :-3<x <3 &

Solucién de ED lineales de segundo orden con coeficientes variables

pot series de potencias

Una aplicacién practica de las series de potencia, es la soluciéon de ED

lineales de segundo orden con coeficientes variables:

O AXy"+B(x)y+C(x)y =0
@) YHPEY+OMX)y=0 - P(x)=B(x)/A(x), O(x)=C(x)/A(x)
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Si tanto P como Q son analiticas en x=a; entonces a es un punto ordinario, y la

ecuacion (1) tiene dos soluciones linealmente independientes de la forma:

@)=, e x-a)-

SOLUCION GENERAL DE UNA ED POR SERIES DE POTENCIAS :(x2 +1)y"+xy'—y=0, enx=0
y= ZZOC x/:’ y'= zf:l kaxk’l’ y'= Z:ZZ k(k_l)ckxl:—z

M=+ 1)) k(e =De,x* 2 +x) " keyx™™ =37 e xt =0
- Zf:zk(k —De,x* + Z:sz(k —De,x 2+ z; ke x* - z:zockxk =0
2)= z:;zk(k —De,x* + [202x° +60°x + Zi k(k — l)ckxk’z]Jr [clir Zi ke, x* ]7 [c[,x(’ + clxz:ﬂckx" ]: 0
Z:sz(kfl)ckx" Jr[2c2 +6c3x+z::4k(k De, x* 2]+ [c X+ keyx ]7 [co Jrclxz:::zckxA =0

k=2
[262 +6¢x+cx—cy — clx]+ Z:ZZ [k(k -De, + ((k +2)(k + 1)ck+2)+ ke, + ke, ]x" =0

De donde se observa que : 2¢, —¢, =0 > ¢, = J5¢, <> ¢, = 2¢,, ¢; =0 entonces :

i [k =Dye, + ((k +2)(k +1)ey )+ ke, —c, x* =

(3) = k(k=1)c, + (k +2)(k +1)c,., + ke, —¢, = k(k=1)c, + (k +2)(k + )¢y, + (k—1)c, =0
—(kA k=D, _ (1=k)
k+2)(k+1)  (k+2) °

(k+D)(k=De, +(k+2)(k+1)c,, =0 ¢y =

1 1
(4):>C4***Cz:*2_400:*ﬂco
cs=——c; =0
c ——éc 3 1-3
¢ Y246 223
4
C7——;(25=0
5 3.5 1-3-5
Cg=——Cg=— Co=—

c
8 ¢ 2.4.6.8° 2.4
By y=cotex+e,x’ +o,x° +ext +ex’ +ex® o x +ogx®
! x*+ I3 x"’—1.3.5xx+..‘
2%.21 2°-31 2.4
/:711'3'5"'(2n_3)x2)x:|
2" -n!

(6) Se tiene un punto singular en x> +1=0 — s = £I,

y=clx+co|:1+%x2 -

1 w
Ly=cx+ co[l + Exz + (=D

por lo tanto el radio de convergencia es de al menos ‘x‘ <1 -

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




[-95 Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

Funcién Gamma
Una generalizacion de la funcion factorial que se extiende para todo
z|zeC ARe[z]>0 €8 1a funcion Gamma definida por:

I'(z) = J.:e"t"’ldt & Re[z]>0

Usando integracién por partes se demuestra la siguiente propiedad mids

importante de la funcién Gamma:

I(z+1)= '[: e't’dt = [— e't? ]; - J‘:— ezt dt
El término [— e’'t? ]: se descarta ya que la funcion se define para Re[z] > 0, entonces :

C(z+1)= zj:e"f-ldz = 21(2)

La formula de Ganss para la funcién Gamma esta dada por:

I'(z)= iﬁl{(l +%]:(1 +%)7 }

La formula de Weierstrass para la funcién Gamma esta dada por:

-1
! =ze” Il (1 +i e 7k
I'(z) k=1 k

y= lim[(l + % + % +ot % + ) —log k} =0.5772... < Constante Euler - Mascheroni
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Transformacion de Fourier

Si f(t) es una fﬂl’l(ldﬂ P@ﬁddi&d, de P€77.0d0 To (frecuencia angular fundamental ,, _,_ /7 )

AO=At+Tv); entonces la integracidn de [ a lo largo de un intervalo de longitud igual a

su periodo, es independiente de los limites de integracion siempre que: Leup—Linf=To:

[ rwa=["" rwa=[" rwa

La siguiente es una lista de zntegrales que simplifican el andlisis de Fourier:
LTU sin(ke,t)dt = J'Oo cos(ke,t)dt = 0, k,neZ " Ak#n

_LT" sin(ke,t)cos(kaw,t )t = _L” sin(ke,t )sin(naw,t)dt = j:” cos(ke,t)cos(ne,t)dt = 0

Tﬂ 0 T
'[ sin?(keo,t )dt —L cos? (kayt )t :?O

Serie de Fourier

Una funcion de tiempo periddica f£)=ft+To), de periodo fundamental To, y frecuencia
Jundamental g - i 127 — @, =24f, =27/T, <> T, =1/ f,» puede ser representada por

una serie trigonométrica conocida como serie de Fourier (demostrada por Joseph Fourier,

en su tratado The Analytical Theory of Heat, 1822); se define por:
. . o 2k . 27k
f@O)=f+T) =4, + ZH(A,: con "= t+ B, sm?ot} = j[ St

j"’ f(t)cos[ ]d:, j’;/fz f(t)sm[ sz

To/2
Una funcion con simetria par -t)=£t), conserva solo los #rminos coseno de la serie;

una funcion con simetria impar f-t)=-f(t), conserva solo los términos senos de la

serie. De manera alternativa, la serie de Fourier se representa por:

fH=M, +z::1(Mk coszT—ﬂkt—m]
0

; LB
M,=4,, M,=: A4 +B}, ¢k:tan1A"

k
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De la expresion anterior se observa que la serie de fourier es una sumatoria
de las arminicas (kfo) de la frecuencia fundamental (fo). Los coeficientes My, se

denominan amplitudes espectrales.

Convergencia. Si f(t) es suave por partes, entonces su serie de Fourier converge: (a) al
valor f{t) para todo # donde f(t) es continua; (b) al valor y[rq+y+ f¢)) para toda
t donde ft) es discontinua. Una funcion f(t) es continua por partes para toda #
cuando es continna por partes en cada intervalo acotado y en los puntos de

discontinuidad existen Amites laterales finitos:

F@)=lm f@,  f@)=lim f@

Forma exponencial de la serie de fourier. La serie de Fourier se puede
expresar en términos de la funcién exponencial compleja considerando la

equivalencia exponencial de las funciones seno y coseno:

. w [joﬂk') 1 ¢ni2 . [szr”kr)
fO=Y" Ce ™/ ¢ = I LW fe ™ ar
C,=M,, C, _%e’/%

Siendo Cy la amplitud espectral de los componentes espectrales o> .

W Ejemplo 1.26. Determinar la serie de fourier para el tren de impulsos de
longitud I, mostrado en la figura 1.13. El impulso en t=0 se define por 15 ,
siendo s la funcion delta definida por: s 1) _1ent =1, ys() = 0parat +T,» 2demas

[ =1 longitud es el drea bajo el impulso 1. El tren de impulsos periddicos, de

periodo T se define por: 7 _ 1Y Sa-kT):

I8(t+ 2Tp)  18(t+Ty) I5(t) I8(t —Ty) 1a(t — 2Ty)

2To To 0 To 2Ty L

Figura 1.13 Tren de impulsos de longitud Iy periodo To.
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Solucion. Se determina la serie de Fourier en sus formas: (1) trigonométrica; (2)

trigonométrica compacta y (3) exponencial compleja:

Ty /2 I
0 —IT/Zﬁ(t)dt T
A, =20 sycod| 2 ¢ ar = 2L
T, 02 T, T,
B, = 2" strysin| 24 |ar =0
TO Ty /2 TO
. 27k 2k ) I 2] 27k
ty=4A4, + A, cos—t+ B, sin—t |=—+— cos| —t¢
f() 0 Zk:l[ k To k To J To To k=1 [To J
@ M, :L M, _2 4, =0,

f(y=M, +Z [M cos—t ¢]=TLO+Z::1[%COS%IJ
3) C, Cka—U

o= Cke[ﬂ’:*t] Ly e[%’) .

k=00
TO

X Ejemplo 1.27. La funcién ft) es un tren de pulsos rectangulares de amplitud A
y duracién 1, que se repite periddicamente cada To segundos, como se

muestra en la figura 1.14. Determinar la serde exponencial de Fourier para f(t):

Figura 1.14 Tren de pulsos

rectangulares de amplitud A,
duracién 1y periodo To.

2T, f‘" /2 21.,

Solucion. Se encuentran los parametros Ao, Ak, Bk y se sustituyen en la serie
de Fourier trigonométrica:

1 ;12
4, =M,=C, = T—J:nlzf(t)dt ==L

0

7,12 272kt 247 sin(kzr /T,)
A, =M, =2C, t)cos = 0 B, =0, =0
X jmm { jd T ke, A 4

/zm)

Az 247 < sin(kﬁr/TO)cos[Lﬂmjzﬂzw sin(km/TO)e[ T

> f =2+ 252
1@ T, T, ="' karlT, T, T, === knr/T,
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La funcién pulso se convierte en la funcién impulso, cuando su anchura

tiende a cero, esto es facil mostrar mediante limites, ya que:

im sin(kzz/T,)
=0 e /T,

La funciéon muestreo

La funcion mmestreo escrita como Sa(x), se dibuja en la figura 1.15a, tiene
simetria par, se emplea en el andlisis espectral, se define y tiene las propiedades

mostradas a continuacion:

Sa()=SM% MaxSa(x) =Sa(0)=1,  Sa(x = +kz) = 0
X
LT 2D

Salt (k+1)7]= Gnenr

La figura 1.15b muestra las amplitudes espectrales y la envolvente de la
representacion en series de Fourier para el tren de pulsos rectangulares de la

figura 1.14.

Sa(x)
/ A
1.0,
! v Sa(nrf)
o) T
/ \
o =Bl o \ 5
T Jllilly, by 'W ‘L i Al

A T o WP

—Jo 0

Figura 115 (a) funcién muestreo Sa(x); (b) amplitudes espectrales Ci para la

representacion en series de Fourier del tren de pulsos rectangulares.
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La transformacion de Fourier

La transformada de Fourier es una operacion que transforma una funcién del
dominio del tiempo al dominio de la frecuencia; la operacion inversa es la

transformada inversa de Fourier y se definen por:
()] (2)
Fljo) = e f o F(N=[ e e f ="
o o 2

Jo= iﬁ,e""”’F Gordo o f@=[ e e 1=

X Ejemplo 1.28. Determinar la transformada de Foutier para la funcién
f(t)=cosamt -

Solucion. Aplicando la ecuacién definitoria (2) e identificando la funcién
impulso unitario, se tiene que:

1 . 1 _, 2
f(t)=coswyt =—e’™ +—e ", ®, =——
2 2

- 1 - 1o onires
_ 2 g _ L (P —j2a(-fo L= pa(resor
F(f)= LO cos(w,t)e ™ dt = 5 Loe i+~ Lce dt
=30(f = f)+36(f + fy) *
Basado en las integrales que definen la transformada directa e inversa de

Fourier, se han desarrollado férmulas para funciones comunes, como la

mostrada en a tabla 1.7:
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Tabla 1.7 Transformada de Fourier directa e inversa para funciones comunes

Capitulo 1. Métodos matematicos de transformacién

Grifico f{#) 1 F[f)]=F(jw) Griéfico |F(jw)|
(1) X 1
S5(t—1t,) e /™
276(w—w,)
a - 27
T(Junlplu_]u ejwot T( )
| Wy ¢
mo(w+ w,) = 5
szlvéw [{yON + 72'5(60—(00) T T
14
) 276 ()
1 (2m)
1 -t t<0 l
Sgn(t)_{—1 >0 | jo ]
1
1
1 wo(w)+—— J \\
u(t) 1 (m
1 i
1T\ e—atu(t) a+ja) \
T
a+jo A

e cosw,t-u(t)

(a+jw) +w,

u(t++7)
—u(t—37)

T sin(wT'/2)
ol /2
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X Ejemplo 1.29. Emplear la tabla para determinar la transformada de
Fourier de f(t) =3e' cos4t-u(t)-
Solucion. Identificando la funcién en la tabla se tiene que:

1+jo
(a+ jow)* +16

a+jo
J -

e cosw,t-u(t) < a=1 0w, =4—>F(jo)=3

(a+jo) +o, ’
El #eorema de Parseval nos permite hallar la densidad de energia o energia por unidad

de ancho de banda (] /Hz) para una funcién £(t):
r £t :ir F(jo)do
—o0 2 o

Para un circuito, se define la funcion del sistema h(t) como la transformada de

Fourier de la respuesta al impulso unitario en =0 del circuito. En el dominio de la
frecuencia compleja, la funciéon del sistema H(]k) es idéntica a la funcidn de

transferencia del sistema G(K) y es una relacién entre la transformada de Fourier

y la transformada de Laplace para una funcién lineal, es decir:

Vo _ Y]

H(jo)=G(o) =

Yo
Vi Llx]

Sean dos funciones y(t) y x(t) y Y(j\), X(]\) sus respectivas transformadas de
Fourier; entonces se define la comvolucion de y y x como la integral cuya
transformada de Fourier es el producto de las transformadas de Y y X, es
decir:

Y(jo)=Fly@®)),  X(jo)=Flx0)],

Flv(]=Y(jo)* X(jo) > v(t) = F'[Y(jo)* X(jo)] donde:

v(t) = J: y(r)x(t —1)dr = Ji x(7)y(t —7)d7 < Convoluciénde xy y

Si en una red lineal, se conoce la entrada al circuito x(t) y la funcidn del sistema o
respuesta al impulso h(t), entonces la salida y(t) esta dada por la convolucion de

x'y b,y se define por:

y(0) =" x(@)h(t-o)dr
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W Ejemplo 1.30. Para el circuito RL mostrado en la figura 1.16, determinar
el voltaje en el inductor cuando el voltaje de entrada es un pulso exponencial

decreciente. Emplear las propiedades de convolucion.

40

&

v;(8) =

i &
5¢ 3 u(r) Ve

Figura 1.16 Circuito RL: (a) dominio del tiempo; (b) dominio de la frecuencia jo

Solucion. (1) Se determina la funcién del sistema mediante un anélisis senoidal
permanente; (2) se determina la transformada de Fourier de la funciéon de

excitacioén; (3) se aplica el principio de convolucién para determinar la

respuesta del sistema:

. V, j2o
1 H =2=—
0 (jo) v T 4r o
@) HSe ™ u(t)]=——-
3+ jo

20 5 15 10

() Flvo(O]= H(jo)Fv,(0)] = 1+ 20 3t jo 3tjo 2+ jw

=15¢™ -u(t)—10e™ -u(t)
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Transformacion zeta

Las computadoras digitales, los controladores ldgicos programables (PLC) y los
microcontroladores poseen una interfaz de entrada que convierte sesales continnas en
sefiales discretas; el microprocesador, su nucleo cerebral, solo trabaja sefiales
discretas. Una forma de considerar estas sefiales es como senales continuas del
tiempo que se han muestreado a intervalos regulares; el resultado es una secuencia en
tiempo discreto. La transformada zeta es un método matematico para analizar

senales discretas.

Sistemas de datos discretos

Considérese el sistema de control mostrado en la figura 1.17, donde se usa un
microprocesador programado para implementar la accion de control. (1) la
entrada al sistema es una sefial analégica, que se convierte en una sefial
discreta mediante un convertidor analdgico-digital (ADC); 2) el microprocesador
aplica la estrategia de control, de acuerdo a un programa almacenado en una
memoria ROM con la cual se comunica; (3) la sedal de salida digital del
microprocesador es convertida en una sefial analégica mediante un convertidor
digital-analdgico (DAC); (4) la seiial analdgica resultante se usa para manejar la

unidad de correccién y asi controlar la planta variable.

Sefial analégica Sefial discreta Sefial discreta Sefial analégica

Micro- Elemento de
procesador correccion

— DAC S
L Reloj 4|

— >< e ADC — — Proceso

Medicién

Salida

Figura 1.17 Sistema de control con datos muestreados

Un reloj alimenta un pulso cada T segundos (periodo de muestreo), cada vez que
el ADC recibe un pulso, este muestrea la sefial de error. La entrada al

microprocesador es entonces una serie de pulsos.
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Consideremos una sefial de tiempo continuo f(t) que se muestrea en
intervalos regulares de tiempo con periodo de muestreo T y se representa
por f*(T), para cada T, el valor de f(kT) se toma durante un intervalo corto
At<<T, lo suficientemente pequefio para que su magnitud se considere
constante durante el tiempo que se toma la muestra. La secuencia de impulsos se

denota por:

S@=0),f@=1T), f(t =2T),-, f(t = kT),--- = f(O), f(T), f T),+-, f(kT), -~ = f[kT]

La funcion delta se emplea para representar
AT

sefiales discretas, esta funcién se define por I
o(t-Ty)=lent=T, yo(t)=0parat=T," De esta )
manera la sefial de pulsos de la funcion rampa
. Figura 1.18
mostrada en la figura 1.18 se representa por: iy [
. Funcién rampa
0 1T 2T 3T 4T 5T 6T t

05(1),18(¢ =1T),28(t = 2T),35(t = 3T), -, kS(t = kT,

En general la seial de datos muestreados, empleando la notacion sz, ke 205 €

puede describir mediante la siguiente funcion discreta:

11O = 1016@)+ fTS@=1T) 4+ fTkI6E~KT) ++--+ fInl6(t=nT) =Y | fTkI5(t~kT)

Ecuaciones en diferencias

En un sistema de procesamiento de seitales en tiempo discreto existe la entrada de una
secuencia de pulsos y una salida de pulsos; las expresiones matematicas que
involucran secuencias discretas se denominan ecuaciones en diferencias. Asi pot
ejemplo la secuencia de entrada x|k] al controlador, se puede relacionar con su

secuencia de salida y|k| mediante la siguiente ecuaciéon en diferencias:

Mkl=a-ylk-1]+x{k], a = Factor deamplificaédn —» aeR”
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Las ecuaciones en diferencias se pueden representar mediante los blogues
[funcionales: punto, suma, retardo unitario y\k-1] y amplificacion a. lLa figura 1.19

muestra el bloque funcional de la ecuacion anterior.

Cuando se desea diferenciar la

Entrada salida
secuencia de entrada se emplea la > —>
X

. ., . v

aproximacion tangencial entre dos +
amplificacion
muestras sucesivas de entrada retardo de
a W) tiempo unitario vk

x[k-1], x[k]. Cuando se desea

in tegrar lu secuencia de entra dﬂ, se Figura 1.19 Diagrama de bloques con amplificacién y

retardo unitario
emplea la aproximacion trapezoidal

para hallar el area bajo la curva de dos muestras sucesivas de entrada x[k-1],
x[k]. De esta forma la salida y[k| se relaciona con la derivada e integral de su
entrada x[k]|, mediante las siguientes ecuaciones en diferencias:

k= (lk-xk—-1)/T =  ak]=afk-1]+Tx)[k] <«  Diferencizion

k)= k—11+ B Tx(x[k—1]+x[k]) <« Integracitn
Las ecuaciones en diferencias para funciones discretas, son el andlogo a las ecnaciones

diferenciales para funciones continuas.

Transformada zeta

Sea f*(t) la funciéon discreta que describe una secuencia de impulsos.
Aplicando la transformada de Laplace y al hacer z=e™, se obtiene una funcion

trasformada en términos de la variable zeta F(z):

FO) =L 1= LS /UKD |= f101+ ST ™ oot fTKI ™ 45 Tl ™
=3 ke

. Is 1
siz=e”’ > :?lnz entonces:

F2)=Z[f(0)]= fT01+ Tz -+ [Tk oo fTnlz™ = STKE
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B Ejemplo 1.31. Hallar la transformada zeta para (a) la funciin escalén unitario,

FO=16t>0 £(6)=0>t <05 (0) 1a funcion rampa, f@y=t<stnf(t)=0>t<0-
Solucion. Aplicando la transformacion zeta se tiene que:

(@ F@=Y, SKE" =12 +1z" +1z7 +1z27 4=l 27 427 427 o= 141/ )+ (1 2 +(1/ 2) 4+

Por comparaci con la seriegeométrica: 1+x+x” +---= IL s para‘x‘ <1;setieneque:
-X
z)=———=——paralz >1
i 1- 1/ z— 1p ‘ ‘
b) F(z):zkzof[k]z" =0z +Tz7 + 2027 +31%7° +~':T(z’1 +2z77 4327 +)

=1+2z7" 4327 4+

=7z (1422 4322 +~~~)»—ZFT(Z)

Por comparacid con la seriebinomial: (1-x)> =1+2x+3x” +--- se tieneque:
Fi 1 T T T T
i —>F(z)= =

= (z)= = = = = = para‘z‘ >1
T -1z z(1-1/z)° Z[fj(l—l/z)]2 z[f(z—l)]2 21 (z-1) (z-1)
-

La transformacion zeta es una (1) operacion lineal, y se aplican los siguientes
teoremas: (2) corrimiento; (3) translacion compleja; (4) valor inicial; (5) valor final
O Zrw+e®]=zlr®]+Zgw]  Zlafw)]=azlf®)]
Q@ Zlfk+n)]=2"F) - (2" 0]+ 2 f11]+ 2 f12] 4+ 2fIn—1])
=Z'F(2) =Y 2 fTK]
Zfk+D)=2'F2) =Y. 2" flk]=zF(2) - 2/10]
A+ D)=2F(2) =Y, 2 fTK] = 2F(2) =2 101 /1]
@ Zevrwl=Fens] o F@=Z1G
@) JI0]=lim f[k]=limF[z]

5) ool =lim fTk]=lim(1— =" )F(z) = lim* L F(2)
=0 z-1 >l z
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Transformada zeta inversa

Dada una funcién F(z), se obtiene la funcién discreta f*(t) mediante la

transformada zeta inversa, definida por

f0=2"[F@)=Y fklot-kT)

(192)

La tabla 1.8 muestra la transformada zeta de: () funciones muestreadas con

periodo T; (b) secuencias.

Tabla 1.8 Transformadas zeta de: (a) funciones muestreadas con periodo T; (b) secuencias

a) (0 F(z) f(t) F(z) b) flk] £10], £[1], £[2], £13],.... F(z)
() 1 1-e % k] | LLLL- o
sa-kT) | o (ZT_ZZ;)z o N
1) — et % k 0123, s
2 Tzz(z+31) o sinr ze_”‘T sinel’ } oot e e e z

(z-1) z* =2ze" coswl +e 2" z-e™
" z—z —r ¢ coser | ZZZEZZ;S:))SZ)); )+1

La determinacion de la transformada zeta inversa se puede hallar mediante tres

formas: (1) usando la ecuacion definitoria; (2) usar un listado como en la tabla

1.7, simplificando F(z) mediante fracciones parciales cuando asf convenga; (3)

realizar una division /ngcl F(z)=N(2)/D(2) -
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B Ejemplo 1.32. Determinar la transformada zeta inversa de Fo)= z
(z=D(z—-0.5)

mediante expansiin por fracciones parciales.
Solucion. En la transformada zeta, se prefiere obtener las fracciones parciales

para F(z)/z en vez de F(z) directamente, ya que esto conduce a funciones

comunes, es decir:

F) _ 1 4 by
z (z=D(z-0.5) (z-1) (z-05)

PR S (0 R (R S
C0d(z-05) _ 1-05

0
ol (1
0dz \z-1 s

2z 2z
(z-1) (z-0.5)

S F(z)= = fk]=2u[k]-2x0.5" %

W Ejemplo 1.33. Determinar la fransformada zeta inversa de Fz=_ % por
22 4z+1

division larga.
Solucion. Se realiza la division larga y se tiene que:

227 =222 422 227 4.

22 +z+ 1) 2z
2z+427° 4227
-22° -2z7
—27° 27" -2
2z
277 +27° +27°
=277 -2z
-27° .27 -27°
27°
~F@2)=02° +22" -227 + 02° + 227" =227 +---=)[k]=0,2,-2,0,2,-2 &
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Bloques
Funcionales de
Sistemas Fisicos

Una vez sentadas las bases matemdticas estamos en
disposicién de explorar los componentes fisicos elementales
cuyo comportamiento se rige por leyes fisicas bien definidas y
que en unién dan lugar a la formacion de sistemas fisicos
complejos. En este capitulo se persiguen los siguientes

objetivos:

Presentar los fundamentos tedricos que rigen el
comportamiento de los sistemas fisicos basicos:
mecdnicos, eléctricos, fluidicos, térmicos.

Observar las equivalencias que existe entre los
bloques funcionales de sistemas fisicos.
Enunciar las leyes y principios de la fisica en un

lenguaje matematico.
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Introduccion

Un bloque funcional es un elemento fisico simple, que se caracteriza por tener
una propiedad fisica que se puede describir mediante las kyes y principios de la
fisica. La descripcion se logra formando la ecuaciéon descriptiva que lo
representa. Un sistema fisico que consta de elementos lineales se estudia y
representa por un sistema de ecuaciones diferenciales lineales; en ingenieria cuando
un sistema no es lineal se buscan métodos para aproximarle a la linealidad bajo
ciertas condiciones impuestas. Un sistema se considera lineal si es posible aplicar
el principio de superposicion, que establece: “la respuesta producida por la
aplicacion simultinea de n funciones de excitacion diferentes es la suma de las n respuestas

producidas por las n funciones actuando individualmente”.

La manera en que se presentaran los bloques funcionales fisicos es la
siguiente: (1) se enunciaran los principios y leyes fundamentales; (2) se presentara
su equivalente en términos de ecuaciones diferenciales con cantidades
vectotiales y/o escalates segin sea su naturaleza haciendo notar su

comportamiento lineal.

Sistema General de Unidades de Medida

Se pretende presentar las ecuaciones fisicas en su forma mas simple y por lo
tanto se presentaran las unidades de las cantidades en conjunto con sus
ecuaciones, en su lugar se presentan a continuacion las tablas de las cantidades
[fisicas  fundamentales, cantidades derivadas mas empleadas y constantes fisicas
ampliamente usadas. La Norma Oficial Mexicana NOM-008-SCFI-1993, Sistena
General de Unidades de Medida (publicada el 8 de octubre de 1993 en el Diario Oficial de la
Federacion), tiene pot objeto establecer un lengnaje comisin que responda a las exigencias
actuales de las actividades cientificas, tecnoldgicas, educativas, industriales y comerciales; y

esta basada en el Sisterza Internacional de Unidades.
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Cantidades fundamentales

Con el objeto de simplificar el intercambio de informacién, disminuir la
incertidumbre y ser consistentes en la representaciéon de cantidades se ha
desarrollado un sistema de unidades #niversal, unificado y coberente basado en el
Sistema Métrico Decimal, m-kg-s desarrollado en 1790 por la Academia de Ciencias
de Paris.

La  Conferencia General de Pesas y Medidas (CGPM) es el organismo
internacional encargado de la definiciéon de los nuevos patrones de medida.
Se han sostenido 20 reuniones desde 1889 hasta 1995, a partir de 1960 se
conoce como Sistema Internacional de Unidades, SI, y consta de las siete
cantidades fundamentales mostradas en la tabla 2.1. Con el objeto de expresar las
cantidades en un amplio rango numérico la CGPM adoptd los prefijos

mostrados en la tabla 2.2.

Tabla 2.1 Cantidades fundamentales del ST

. Cantidad de Corriente | Intensidad
Cantidad | Tiempo | Longitnd Masa . Temperatura . .
sustancia eléctrica lnminica
Dimensién (1] L (M] (N] [©] 1 Il
Unidad | segundo | metro kilogramo mol kelvin ampere candela
Simbolo s m kg mol K A cd

Tabla 2.2 Prefijos adoptados por el SI
1018 atto | a | 100 | miero | p | 10! deca da | 10° | giga
105 | femro | £ | 103 il m | 10? hecto h 1012 | fera
1012 pico | p | 10?2 centi c | 108 kilo k 105 | peta

m| 9| H QO

10?0 nano | n | 101 deci d | 100 mega M | 10 exa
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Cantidades derivadas vy analisis dimensional

Las magnitudes o cantidades derivadas son aquellas que surgen de la
interaccion natural de los sistemas fisicos. Estas magnitudes describen los
diferentes fendmenos y comportamientos de la naturaleza, y sus unidades se obtienen
combinando las unidades fundamentales del SI. La tabla 2.3 muestra las

cantidades derivadas de mayor uso.

El analisis dimensional es una técnica que permite determinar las

dimensiones y las unidades fundamentales de una magnitud fisica derivada.

El procedimiento consiste en: (1) identificar las formulas fisicas correspondientes,
(2) descomponer las variables en magnitudes basicas, (3) sustituir cada magnitud por sus
simbolos ~ dimensionales  y  simplificar algebraicamente  hasta obtener la  ecuacion

dimensional, y (4) sustituir cada dimension de la ecuacion dimensional obtenida por su
unidad fundamental del S1.

Ejemplo, utilizar analisis dimensional para encontrar las dimensiones y
unidades fundamentales de la fuerza (F) y el voltaje (V):

Fuerza:
)—> F=ma

@ (en () (2

(3)%[F]:[M]-{#}:[M][L][Tﬂ

(4) > [MI[LIT ] =kg -m-s > =kg 5 < Newton (N)
S

Voltaje:

mH-r=Y
q

d
F-d (ma)d m(?]'d m-d?
@)>—=— = =
it it it it

[M]-[L]®
3 V]=
3] 10T

=[MILPITT7 ]

@ > [MILPTTUT =kg-m? 57 A7 = kj'mj <« Voltio (V)
-5
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Tabla 2.3 Cantidades derivadas del SI
Cantidad Unidad Simbolo Dimensiones
Area - - m?
Volumen - - m’
Frecuencia Hertz Hz st
Densidad de masa - - kg/ m?
Velocidad - - m/s
Velocidad angular - - rad/s
Aceleracion - - m/ s?
Aceleracion angular - - rad/ s2
Fuerza Newton N kg-m/s?
Presién mecinica Pascal Pa N/m?
Viscosidad cinematica - - -m2/s
Viscosidad dindmica - - N-s/m?
Trabajo, energfa, calor Joule J N-m
Potencia Watt w J/s
Potencia reactiva VAR VAR J/s
Cantidad de electricidad Coulomb C A-s
Fuerza electromottiz, diferencia de potencial | Volt v W/A,J/C
Campo eléctrico - - V/m
Resistencia eléctrica, reactancia, impedancia Ohm Q V/A
Conductancia eléctrica, susceptancia, admitancia Siemen S A/V
Capacitancia Faradio F As/V
Flujo magnético Weber Wb Vs
Inductancia Henrty H Vis/A
Densidad de flujo magnético Tesla T Wb/m2
Campo magnético - - A/m
Fuerza magnetomotriz Ampere A A
Flujo luminoso Lumen Im cd-sr
Luminancia - - cd/m?
Tluminancia Lux Ix Im/m?2
Entropfa - - J/K
Capacidad especifica del calor - - 7/ (kg'K)
Conductividad térmica - - W/ (m-K)
Intensidad radiactiva - - W /st
Actividad radiactiva Becquerel | Bq st
Angulo plano Radian rad unidad suplementaria
Angulo sélido Steradian | sr unidad suplementaria
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Unidades no oficiales comunmente empleadas

Algunas unidades que no forman parte del SI, son ampliamente usadas en
sectores cientificos, industriales y comerciales. La tabla 2.4 muestra las

unidades no oficiales comunmente empleadas en ingenierfa.

Tabla 2.4 Unidades del Sistema Britdnico

Cantidad | Unidad Equivalencia Cantidad Unidad Equivalencia
Longitud | Angstrom | A=101m Fuerza dina 105N

afio luz 9.461 x 10 m Presion bar 105 Pa
Volumen | litro 103 m? mm Hg torr=133.3 Pa
Tiempo minuto min=60 s Energia ergio erg=107]

hora h=3600 s caloria cal=4.186 ]

dia d=86400 s kWh kWh=3.6 x 10 ]

afio a=3.156x 107 s Temperatura | °C K-273.15
Angulo revolucién | rev=360°=2rnrad | Vel angular | rpm rpm=rev/min
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Otros sistemas de unidades

Existen otros sistemas locales o especificos de alguna ciencia entre los cuales
se encuentran: britanico, gaussiano 'y ¢gs. La mayoria de los paises han adoptado
el SI oficialmente; sin embargo y debido a que gran cantidad de
instrumentos de control estan basados en el Sistena Britinico, en la tabla 2.5

se presentan las equivalencias para las unidades mas comunes.

Tabla 2.5 Unidades del Sistema Britinico

Cantidad Unidad Simbolo | Equivalencia
Distancia pulgada in 2.54 cm
pie fe 30.48 cm
yarda — 91.44 cm
milla - 1609 m
milla ndutica - 1852 m
Masa slug - 14.59 kg
onza - 2835¢g
Fuerza libra b 4448 N
Energia btu btu 1055 ]
Potencia hp hp 745.7 W
Temperatura | grado Fahrenheit °F 1.8°C+32
Volumen galon - 3.788 litros
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Constantes fisicas

En la definicién de ecuaciones aparecen ciertos valores numéricos cuyo
valor ha sido aceptado como constante, las tablas 2.6 y 2.7 muestra las

constantes mas comunmente empleadas en la ingenierfa.

Tabla 2.6 Constantes fisicas empleadas en ingenieria

Descripcion Simbolo Valor Unidades
Velocidad de la luz c 2.99792458 x 108 m/s
Carga del electron e 1.602177 x 10-17 C
Constante Gravitacional G 6.67259 x 1011 N-m?-kg?
Constante de Planck h 6.6260755 x 103 Js
Constante de Boltzmann k 1.38066 x 10 J/K
Numero de Avogadro Na 6.022x 10 moléculas/mol
Constante de Gas R 8.314510 J/ (mol-K)
Masa del electrén me 9.10939 x 103! kg
Masa del neutrén My 1.67262 x 107 kg
Masa de protén mp 1.67492 x 107 kg
Permitividad en el vacio €0 8.854 x 1012 C2/(N-m?
Permeabilidad en el vacio o 4n x 107 Wb/ (A-m)
Equivalente mecénico del calor 4.186 J/cal
Presion atmosférica estandar atm 1.013x 10° Pa
Cero absoluto 0K -273.15 °C
Electronvolt 1eV 1.602 x 1017 ]

Unidad de masa atémica, uma lu 1.66054 x 107 kg
Energia del electrén en reposo m-c? 0.511 MeV
Equivalente energético de uma M-c2 931.494 MeV
Volumen de molar de gas ideal Y 22.4 litros/mol
Aceleracién debida a la gravedad g 9.78049 m/s?
Tabla 2.7 Constantes matematicas empleadas en ingenieria

Razon de la circunferencia s 3.1416 -
Numero de Euler e 2.71828 -

Unidad imaginaria i,j i=j=A1 -
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Sistemas mecanicos

El estudio del movimiento de los cuerpos se agrupa convenientemente en dos
categotias: movimiento traslacional y rotacion con respecto a un ¢je fijo. Las propiedades
mecdnicas mas simples que manifiestan la mayoria de objetos materiales son
las siguientes: rigideg, amortignamiento y friccion e inercia. Estas propiedades estan
representadas en elementos que exhiben fuertemente cada una de ellas:
resorte, amortignador y masa. Estos elementos se consideran blogues funcionales y

se encuentran regulados por las leyes de la mecanica clasica.

Fundamentos de cinematica y dinamica traslacional

El desplazamiento traslacional es el cambio de posicién de un objeto entre dos
puntos a lo largo de una #rayectoria rectilinea o curvilinea de tal manera que
todas las particulas que forman el objeto se desplazan a lo largo de #rayectorias
paralelas, y poseen la misma velocidad y aceleracién en todo momento. La
posicion del objeto como funcién del tiempo se denota por x(2), la velocidad
V() es el cambio de posicion con respecto al tiempo, la aceleracion a(t) es el cambio de

velocidad respecto al tiempo y se definen por:

. dx

V=—
dt
d’x

d=—
dt

En funcién de la velocidad (v) es facil conocer la posicioén (x) del objeto en

el tiempo £ usando integracion:
x = [vat

Si el movimiento traslacional es uniformemente acelerado, las siguientes

relaciones describen el movimiento del objeto:

. I - s e S P
I=X,+1(V, +V)t X=X, +vt+iar’ v=v,+at v =9, +2a(X+%,)
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El estudio de las causas del movimiento de objetos es materia de la dindmica,

las Jeyes de Newton son su base tedrica fundamental.

Primera Ley de Newton o ley de la inercia. Si la fuerza resultante que actiia sobre un
objeto es cero, entonces el objeto permanecerd en su estado de movimiento. Un cuerpo se

acelera sélo si la fuerza resultante que actia sobre el es diferente de cero.

Segunda ley de Newton. Si la fuerza resultante que actiia sobre un objeto es diferente de
cero, entonces este se acelera; la aceleracion () es proporcional a la fuerza (f) e
inversamente proporcional a la masa (m) del objeto.

d’x

dr?

f=mia=m

Tercera ley de Newton o ley de accion-reaccion. Por cada fuerza que actiia sobre un
cuerpo, existe otra de ignal magnitud, pero en sentido opuesto actuando sobre algin otro

cuerpo.

Ley de la gravitacion universal de Newton. Establece que dos particulas de masa
y M, separadas entre si por una distancia 7, se atraen mutuamente con

fuerzas de magnitudes iguales y opuestas en sentido:

- Mm
=G 2 7

Siendo G la constante de gravitacion universal.

El peso de un objeto de masa #, es P=mg y describe la fuerza gravitacional
que cjerce el planeta tierra sobre el objeto. En este caso se define la
aceleracion debida a la gravedad (g) dirigida al centro de la tierra, como:

g=G—R

2

Siendo R=6.38x10¢ el radio promedio de la tierra y M=5.97x70% su masa.

La energia (E) es la capacidad que tiene un cuerpo para realizar un trabajo. Bl trabajo
fisico (), es un escalar que se determina por el desplazamiento (x) que

provee una fuerza o un campo de fuerzas (f) para desplazar un objeto.
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szf-dX—)WzIde‘

La potencia (p) es la razin a la que se efectiia el trabajo (W) o se consume energia (E) y

queda definida por:
dw _dE
= S E=(pdt
P=ar " Jr

La conservacion de la energia mecanica enuncia: “En cualguier sistema aislado
de objetos que interactiian solo por fuerzas conservativas, tales como el bloque y resorte, la
energia puede ser transferida una y otra veg de cinética a potencial; pero el cambio total es

de cero; la suma de las energia cinética y potencial permanece constante”.

La energia potencial (U), es la energia almacenada en un sistema a causa de la
posicion relativa u orientacion de las partes de un sistema y esta definida

so6lo para fuerzas consetrvativas:
fz—d—U—>dU=—f-d5c’
dx

El teorema trabajo-energia establece que: “El trabajo neto efectuado por las fuerzas que
actiian sobre una particnla es ignal al cambio en la energia cinética de las particulas”.
Para una particula de masa m que mueve con una velocidad v, la energia cinética

K, y el momento lineal o cantidad de movimiento p de la particula se definen por:

El principio de conservacion de momento lineal, establece que: ‘i la fuerza externa
resultante que actria sobre un sistema de objetos es cero, entonces la suma vectorial de la
cantidad de movimiento de los objetos permanece constante”. Si dos objetos de masa

m; y mz chocan, el momento lineal antes y después del impacto se conserva.

i

myv, +m,v, = mli‘/‘_/‘1 + mzvﬂ

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dinamicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




II-123 Capitulo 2. Blogues funcionales de sistemas fisicos

El coeficiente de restitucion se define por ¢ = V=V, ) (V= 7,y)- Para una colision
perfectamente eldstica e=1, ineldstica e<1, si los cuerpos permanecen wunidos después
de la colision e=0. La segunda ley de Newton en términos de la cantidad de
movimiento es:

p_dp
ZF_dt

Bloques funcionales de sistemas mecanicos con
movimientos traslacionales

Resorte

La rigidez de un resorte se describe mediante la relacion entre la fuerza FF
empleada para estirar o comprimir un resorte y la deformacion resultante x;,
ya sea de estiramiento o compresion. Roberto Hooke en 1678 enuncié la
siguiente ley “la deformacion de un resorte es directamente proporcional a la fuerga

aplicada”.

f:m:ﬂmr

El objeto que aplica la fuerza se encuentra sujeto a una fuerza de igual

magnitud y de sentido contrario, como lo establece la zercera ley de Newton.

La energia potencial del resorte de acuerdo a lo visto, queda definida por:

2
U=[F-de=|() dv =1k =gf7
Amortiguador
El amortiguamiento y friccion son fuerzas de oposicion no conservativas,
que actian sobre la superficie de un cuerpo con el objeto de impedir el
desplazamiento. Un amortignader es un elemento fisico que presenta la
propiedad de amortiguamiento y se puede describir como sigue: “un émbolo
gute comprime un fluido alojado dentro de recipiente cerrado, recibe una fuerza de oposicion

al desplagamiento que es directamente proporcional a la velocidad del émbolo”.
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d:

- X
F=e®
dt
La fuerza del amortiguador es no-conservativa, por lo tanto el émbolo no
regresa a su posicion original cuando ha cesado la fuerza. Sin embargo la
energia se transforma y disipa en forma de calor, la pofencia disipada esta dada

por:

2

dx

dt

P=c

Masa

La inercia es la capacidad que tiene un cuerpo debido a su 7asa a cambiar su
estado de movimiento o reposo. La fuerza inercial esta determinada por la
segunda ley de Newton o ley de la inercia: “la aceleracion producida por nna fuerza dada
es inversamente proporcional a la masa que es acelerada”

d’x

dr?

f=m

Como se enuncié anteriormente la emergia cinética que presenta una masa

acelerada esta dada por:

5l
|
dt

Fundamentos de cinematica y dinamica rotacional

K=

[S1E

Las consideraciones expuestas son validas para sistemas cuyos movimientos
sean traslacionales, si el movimiento es rotacional los bloques funcionales se

convierten en: resorte torsional, amortignador rotatorio y momento de inercia.

El movimiento de rotacion es aquel que las particulas que constituyen el objeto
se desplazan en planos paralelos, a lo largo circulos centrados en el mismo

eje fijo llamado ¢ de rotacin.
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Consideremos el cuerpo rigido de densidad
uniforme mostrado en la figura 2.1, que gira
en torno al eje Z, en sentido antihorario. Sea
P un punto inmerso en este cuerpo, descrito
por el vector r, en el sistema coordenado con
origen O. El punto P describe una trayectoria
circular de radio AP=r-sin(9) en el plano XY,

y su desplazamiento angular en radianes se

denota por 0. La longitud de arco s, el dngulo

Oy €l radio de giro AP, se relacionan por: Figura 2.1 Movimiento rotacional
s _
O=— —>s=rAP
AP

La velocidad angnlar (®), y aceleracion angular (0,) del punto P como funciones

del tiempo (4), estan dadas por:

@zﬁ—N?:I&)dt
dt

4o _d0_ do
dt df’ do

En términos del radio vector t, la velocidad vy la aceleracion a del punto P,

quedan determinados por:

dar .
V=—=@XF=®-rsin
” (¢)
d=@:M:d—@x?+é)x£=dx?+&)xv=d><?+&)><((z)><i7)
dt dt dt dt

Es comun descomponer la aceleracién en dos vectores, aceleracion tangencial

ar y aceleracion radial ar, como se muestra a continuacion.

QY
Il
Y
S
+
S
=
N

r =AXT 4y =0XV

ay :dx7—>‘dT‘ =q - rsin(g)
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dy =XV =0x(OXT) —>|d,| =’ -sin(g)

Si la rotacion es uniformemente acelerada, las siguientes relaciones describen el

movimiento del punto P:

0=0,+ar 0=0,+at+ia> od=a,+at @ =a, +2a(0+0)
0 0 0 2 0 0 0

El momento de inercia (I) de un cuerpo es una medida de su inercia rotacional.
Si un objeto se considera constituido por masas infinitesimales w7, 72,
m3...a las distancias respectivas t7, 72, 73...a partir de un eje, su momento

de inercia con respecto a este eje es:
2
I= Zmir, = jrzdm

Consideremos nuevamente la figura 2.1. Definimos al radio de giro del cuerpo
como la distancia £ paralela al ¢e de giro, donde se debe concentrar toda la
masa del cuertpo si su momento de inercia 1, respecto al eje KK’ debe

permanecer inalterado.

I=k’m—k= el
m

Los momentos de inercia respecto a los ejes X, Y, Z estan definidos por:
I, =j(y2 +2)dm 1, =j(x2 +2%)dm I, =j(x2 +y7)dm

El teorema de los ejes paralelos establece que: “la inercia de rotaciin (1), de cualquier
cuerpo en torno a un eje arbitrario es ignal a la inercia de rotacion alrededor de un eje
paralelo que pase por el centro de masa (1.,), mas la masa total (m), por la distancia (d)

entre los dos ejes elevada al cnadrado™

I=1, +md’

En términos del momento de inercia, la energia cinética K, del cuerpo rigido
en rotacion, esta dada por:

K=1lo
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La torca o momento de fuerza T, que actia sobre un punto P de un cuerpo, esta
representada por el producto vectorial del brazo de palanca t y el vector fuerga £
que ocasiona la rotacion del cuerpo a través de un eje que pasa por P y es

perpendicular al plano formado por ry F.
fzfxf

La aceleracion angnlar o, y el momento de inercia I, y el momento de fuerzat,

quedan relacionados por la segunda ley de Newton para rotacion:
Z r=la

El trabajo (W) efectuado para desplazar el cuerpo desde 01 hasta 0, y la

potencia consumida (P), estan dados por:
0,

w=[r.ag P=lr|o
o

El momento angular L, con respecto al punto O, de una particula de masa 7y

velocidad v, es:

L=rxmv—>L=Iw

Bloques funcionales de sistemas mecanicos con
movimientos rotacionales

Resorte torsional
En un resorte torsional el desplazamiento angular 0 es proporcional al pat T:

T=kO

Amortiguador rotatorio

En un amortiguador rotatorio, un disco que gira en un fluido, el par rotatorio es

proporcional a la velocidad angular:
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T:ca):cﬁ
dt

Momento de inercia

La segunda ley de Newton aplicada a sistemas con movimiento rotacional se
describe por:

d’o

dt?

T=Ila=1

La tabla 2.8 lista las ecuaciones que describen las propiedades de bloques

funcionales mecanicos para movimientos traslacionales y rotacionales.

Tabla 2.8 Propiedades de los bloques funcionales mecanicos

Ecuacion descriptiva

Bloque funcional | Movimiento traslacional Movimiento rotacional
Resorte F =kx T=kO
Posee energia en virtud ) 5
C ., 1 2 1 F 2 T
de su posicion. | U =T hkx" =1 — U=1k0*=1"_
k 2 2 k
Energia potencial
Amortiguador dx do
F=c— T=c—
dt dt
Disipa energia d 2 2
x d
P=c — P = 6
dt dt
Masa/Momento d2x 4’0
de Inercia F=m e r=1I e

Posee energia en virtud
de su movimiento. | K =

Energia cinética
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Sistemas eléctricos

Los elementos pasivos basicos que constituyen la base de los circuitos eléctricos
son: nductor, resistor y capacitor. Estos elementos exhiben fuertemente las

siguientes propiedades: inductancia, resistencia, capacitancia.

Elementos activos vy elementos pasivos

En circuitos eléctricos consideramos como elementos activos aquellos que son
capaces de propotcionar potencia promedio mayor que cero, por ejemplo
las fuentes de corriente y voltaje y el amplificador operacional. Un elemento
pasivo se define como aquel que no suministra una potencia promedio

mayor que cero, en un intervalo de duracion infinita.

Conveccion de cotriente eléctrica

Para efectos de analisis de circuitos se ha adoptado por convenciéon que la
direccion de la corriente sea la misma que la de portadores de carga positivos. De
esta manera: ez #n elemento activo /a corriente circnla de la terminal de menor potencial
a la de mayor potencial (- — +); en un elemento pasivo la corriente circula de la terminal
de mayor potencial a la de menor potencial (+ — -). Lo cual se conoce como

convencion pasiva de los signos.

Fundamentos de electrostatica y electrodinamica

La potencia eléctrica instantdnea para un elemento eléctrico por el cual circula
una corriente i(¢) con una diferencia de potencial v(t) a través de sus terminales, se

define por:
p=vi

Una fuente de fuerza electromotriz practica es un generador que bajo el principio
de induccién electromagnética y la conversiéon de energfa mecanica a
eléctrica es capaz de producir una diferencia de potencial #(?) en sus

terminales. La /ey de Faraday establece que: La fem (¢) inducida en un circuito es
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ignal al negativo de la velocidad con que cambia con el tiempo el flujo magnético ( P) a

través del circuito:

a4y
di

Esto es se produce una deferencia de potencial en las terminales de un
conductor que se haya sometido en un campo magnético, cuando existe un

movimiento relativo entre ambos.

La corriente eléctrica, se define como el /a tasa de flujo de cargas eléctricas a través de
un conductor eléctrico que se encuentra sometido al campo potencial de una
fuente cuya fuerza electromotriz produce una diferencia de potencial #(#) en
las terminales del conductor. Por naturaleza los portadores de carga negativa
(electrones) fluyen de la terminal con menor potencial hacia la terminal con mayor
potencial, es decir del citodo (-) al anodo (+).

,_da
dt

Bloques funcionales de sistemas eléctricos

Inductor

Una bobina o inductor es un alambre conductor en forma de espira, tal
configuracién le propicia una propiedad eléctrica conocida como inductancia.
La inductancia (L) es la propiedad por la cual un material eléctrico se opone
a cambio subitos de corriente a través de el. Cuando por las terminales de
un inductor fluye una corriente i(t), entonces en las terminales de este se

indnce una fuerza contraelectromotriz dada por:

Por ser un elemento pasivo, el inductor disipa energfa cuando sobre el
circula una corriente. La energia disipada se obtiene facilmente al considerar
las ecuaciones definitorias de potencia-energia y voltaje en las terminales del

inductot.
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Resistor

Un resistor es un material que opone resistencia la paso de la corriente eléctrica
a través de el. La resistencia de un conductor eléctrico es funciéon de la

configuracién del conductor, para un alambre metalico se tiene que:
L

R=p—
N

Siendo p la resistividad del material, I la longitud del alambre y S el area de
la seccién transversal. La resistividad es una propiedad de los materiales y es

funcién de la temperatura de acuerdo con:
p=pll+a(T~T,)]

Siendo pv la resistividad del material a la temperatura Ty y o el coeficiente de

temperatura propio del material.

Un material obmnico es aquel que obedece la fy de Obnr.

V = Ri(1)

Siendo #(#) corriente que fluye por el material con resistencia R expuesto a
una diferencia de potencial I en sus terminales.

Un resistor disipa energia en forma de calor, tal fendmeno es conocido

como efecto Joule, la energia disipada en forma de potencia, esta dada por:

pzwzmszf=%#

Capacitor
Un capacitor es elemento pasivo cuya propiedad caracteristica es la
capacitancia. La capacitancia (C) es la propiedad de un material por la cual se

almacena energia eléctrica en forma de campo eléctrico.
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Un capacitor sencillo es un elemento de dos placas conductoras metalicas
paralelas distanciadas una de la otra. Cuando las terminales de las placas se
conectan a una fuente de voltaje, las placas adquieren cargas iguales en
magnitud y opuestas en signo. La capacitancia se define como la razén entre
la magnitud de la carga en cualquiera de las placas y la diferencia de

potencial entre ellas:

q 1
C==>v=—
% Cq

De la definiciéon de capacitancia se obtiene la relacién entre voltaje y

corriente del capacitor:

dv_ldg_1, . .dv
dd Cdt C dt

La energia almacenada entre las placas del capacitor se obtiene facilmente al

considerar la definiciéon de potencia eléctrica:
B . fadv 2
U= J-pdt = J.wdt _J.C"Edt = CJ-vdv =5Cv

La tabla 2.9 muestra las ecuaciones descriptivas de los bloques funcionales

eléctricos.

Tabla 2.9 Propiedades de los bloques funcionales eléctricos
Bloque funcional Ecuacion descriptiva

Inductor

v:Lﬂ—n:ljvdt U=1L
dt L

Resistor V= Ri PR = lvz
R
Capacitor dv 1
i=Cov=_[idt U=}C’
dt C
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Sistemas fluidicos

La mecanica de fluidos nos provee la base tedrica para el estudio de fluidos. Los
fluidos pueden clasificarse en dos categorias atendiendo su compresibilidad.
Los fluidos hidranlicos y fluidos nemmdticos, no compresibles y compresibles

respectivamente.

Fundamentos de hidrostatica e hidrodinamica

Los fluidos hidrdulicos son fluidos en estado liquido. El estado liquido se
distingue porque sus moléculas tienen cierta libertad para desplazarse unas
respecto a otras, pero estan sometidas a la accién limitante de las fuerzas de
cohesién que les impide extenderse indefinidamente; debido a ello su
volumen es constante, a temperatura constante; su forma se adapta a la del

recipiente que los contiene.

La densidad p se define como la cantidad de materia (m) por unidad de

volumen (V), y en los fluidos liquidos es constante:

,02;

La presion (p) es la fuerza (f) por unidad de area (A):

p=£—>f=pA

La presion hidrostitica (P)) debida a una columna de un fluido de altura 4 y
densidad de masa p, esta dada por:
p = ,Ogh

El principio de Pascal establece que: “la presion aplicada a un fluido encerrado es

transmitida a cada porcidn del fluido asi como a las paredes del recipiente gue lo

contiene”:
po bt
Al AZ
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El principio de Arguimedes afirma que: “Cuando un cuerpo es sumergido en un fluido,
el fluido ejerce una fuerza hacia arriba (fueria boyante) igual al peso del fluido que el
cuerpo desplaza, el volumen de liguido desplazado es ignal al volumen de la parte

sumergida del objeto”. La fuerza boyante f, que recibe un objeto que se sumerge

un volumen o en un fluido con densidad gyesta dado por:
F,=gp r Vo

Cuando un fluido que llena un tubo de seccién transversal A4 corre a lo largo
de este con una velocidad promedio », entonces el gasto, flujo, descarga o razin
de flujo volumétrico, esta dado por O=A, ademas si el fluido es incompresible,

se cumple la siguiente relacion conocida como ecuacion de continuidad:

O=4v, =4,v,

La wviscosidad es la resistencia natural que ofrece un fluido para desplazarse

sobre una superficie.

La /ey de Poisenille establece que el flujo volumétrico de un fluido que corre a
través de un tubo cilindrico de longitud L y seccién transversal de radio ry
con presiones p1 y p2 en los extremos del tubo (siendo K la constante de

conductancia hidranlica), esta dado por:

77"'4(171_172) z-r'
=— 1 227 _K — «— K=
0 817l (P —p2) 8L

Para un flujo a lo largo de una tuberfa de una corriente continua de un
fluido de viscosidad despreciable es valida la siguiente relacién conocida

como ecuacion de Bernoulls:
1 1 2
p1+5pvl + pgh, =p2+5pv2 + pgh,

Donde los subindices 1 y 2 denotan dos puntos a lo largo de la tuberia, p, g
y b, son la densidad, la aceleracion debida a la gravedad y la altura

respectivamente.
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Bloques funcionales de sistemas fluidicos
hidraulicos

Las propiedades de los fluidos hidraulicos son: resistencia hidranlica, capacitancia

bidraulica e inertancia hidrinlica.

Resistencia hidraulica

Es la resistencia a fluir que se presenta como resultado como resultado de
un flujo de liquido a través de valvulas o cambios de didmetro de las
tubetias. La diferencia de presiones entre dos puntos dentro de la tuberia que transporta
un fluido hidraulico es directamente proporcional al flujo volumétrico, constante de
proporcionalidad se conoce como resistencia hidraulica y es la constante que

acompafia la ley de Poiseuille:

P —D,=Rq

Capacitancia hidraulica ﬁ im
p1

Considérese la figura 2.2, se tiene un -
contenedor cubico de altura ) y area de base h o
. . p2
A, alimentado por un flujo qi, con una v 5 —>
<
A

presion py en la altura maxima de liquido y un ) o
Figura 2.2 Capacitancia hidraulica

flujo q2 a la salida, con una presién pz al fondo

del contenedor. lLa razén de cambio de

volumen (1) es igual a la diferencia de los flujos volumétricos (¢) que entran

y salen del contenedor:

_ v _d(ah) _ ,db

DL T dt

La diferencia de presiones segin lo visto, esta dada pot:

p=p1—p2=hpg—>h=£
Pg

Sustituyendo 4 de la ecuacién anterior se tiene que:
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1136

) A dpy dp s o A

b T dt  pgdt  dt 0g

Donde la constante C se conoce como capacitancia hidraulica. Reescribiendo la

ecuacion en su forma integral, resulta:

1
p= EI(‘]I -4, )dt

Inertancia hidraulica

Considérese el bloque mostrado en la figura 2.3,
representa un volumen de liquido cuya densidad es
p, con longitud L y area de seccién transversal A,
del lado izquierdo se haya sometido a una presion py

y del lado derecho a una presion p2.

Area de seccién
transversal: A

masa m
F1=p1A —bp F2=p2A

L
Figura 2.3 Inertancia hidraulica

La fuerza neta que actia sobre el bloque de liquido esta dado por:

dv dv

F-F,=pA-p,A=(p,—p,)A=m—=ALp—  p,—

dt dt

Considerando la definicion de flujo volumétrico g=Av 2 v = g/ A se tiene:

_Lpdg _ ,dq

PP = T

Donde la constante I se denomina snertancia hidranlica y se define por (es el

equivalente del resorte en sistemas mecanicos y el inductor en sistemas

eléctricos):
- Lp
A

Las propiedades de los fluidos neumaticos son: resistencia nenmditica,

capacitancia  neumdtica e inerfancia nenmatica. El estudio de los fluidos

neumaticos es menester de la Termodindnica.
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Fundamentos de fisicoquimica y termodinamica

Un mol es una unidad de cantidad que equivale a 6.0225x1023 particulas.
Consideremos una asa (7) de un gas en su maximo estado de pureza, de
masa molecular M, encerrado en un recipiente de volumen 17, bajo una presion p

y con una femperatura T, la ley de los gases ideales, establece que:

pVZI’lRT—) prl — p2V2
LT

Siendo # = m/M el nimero de moles y R la constante universal de gases ideales.

El principio de Avogadro establece que: “voliimenes ignales de todos los gases, a la

misma presion y temperatura contienen igual niimero de moléculas”.

La ley de Dalton de las presiones parciales, afirma que “la presion total (p,) de nna
mezela de n gases es ignal a la suma de las presiones parciales (pr) de los componentes

individuales de la mezcla”.

PL=2 D, =D+ py+ps+..

i=1
La teoria cinética de los gases ideales establece que un gas de 7’ moléculas cada una

de masa m’, moviéndose a una velocidad promedio v,.., sometidos a una presion p

en un volumen 1, entonces se cumple que:

1 2
szgm'n'V”ﬂS
Asi mismo la energia cinética promedio de cada molécula estd dada por

E, =2kT , asi mismo la velocidad por molécula es v = [3RT = _[3P
2 rms M 2

Para gases reales sin embargo, se han desarrollado ecuaciones de estado que
semejen el caso ideal, esto se ha logrado parcialmente mediante factores de
correccion, una de las cuales es la ecnacion de VVan Der Waals, con a'y b como

constantes:

2

(p+’;—f)(V—nb):nRT
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Las fleyes de la termodindmica establecen los fundamentos de la dindmica de
fluidos en estado gasificado. Las propiedades termodinimicas de las sustancias
son: temperatura (1), presion (P), densidad (p), entropia (S). Un proceso es reversible
cuando su direccion puede invertirse en cualquier punto por un cambio infinitesimal en las

condiciones externas. En la practica todos los procesos son irreversibles.

La energia térmica (Q), es la energia que fluye de un cuerpo a otro debido a la diferencia
de temperaturas. La energia interna (U), es la energia total contenida en un sistema,
suma de las energfas cinética, potencial, eléctrica, nuclear que poseen dtomos

y moléculas del sistema.

La conversion de trabajo en formas de energia potencial, cinética, eléctrica, o mecanica
se puede llevar a cabo con un ¢ficiencia cercana al 100% eliminando la friccion
que disipa energfa en forma de calor. Sin embargo lo contrario, la comversidn
de calor en trabajo u otra forma aprovechable de energia tiene una eficiencia
(¢ficiencia=trabajo realizado/ calor introducido) que no supera el 40%. La segunda

ley de la termodinamica trata de explicar este echo.

El trabajo (W) necesario para expandir un gas, a presion constante p, de un

volumen de 177 a un volumen [, es:

dW = pdV —>W = | pdv
La entalpia (H) es una relacion simple entre la energia interna (U) y el trabajo

(W=P1") de un sistema, que se ha definido pata efectos practicos como:

dH =dU +d(PV)— AH = AU + A(PV)

Ley cero de la termodindmica. Si dos cuerpos estan en equilibrio con un tercero,

entonces estos estan en equilibrio térmico entre si.

Primera Ley de la termodindmica. Si una cantidad de energfa térmica 4Q fluye
dentro de un sistema, entonces estd debe aparecer como un incremento de
la energia interna dU del sistema y/o como un trabajo dW por el sistema

sobre sus alrededores.
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dQ=dU +dW =dU + pdV

Segunda Ley de la termodindmica. “Es imposible para cualguier sistema sufrir un
proceso en ¢l cnal se absorba calor de un depdsito a una temperatura sinica y convierta el
calor completamente en trabajo mecanico, con el sistema terminando en mismo estado en el
cual comenzd”. Es decir, si un sistema experimenta cambios espontineos, éste
cambiard en tal forma que su entropia (§) se incrementa, o bien permanezca
constante, pero nunca disminuye. La entropia es una medida del desorden espacial
Y térmico de un sistema. El calor siempre fluye espontaneamente de los cuerpos
de mayor a los de menor temperatura. Cualquier proceso irreversible produce
cambios del sistema hacia un estado de mayor entropia. Para un proceso ideal

reversible e isotérmico se tiene:
2
ds=9 a5 | 49
T T

Tercera ley de la termodinamica. El cero absoluto no puede ser alcanzado por ningin

procedimiento que conste de un niimero finito de pasos.

El calor especifico o capacidad calorifica, c=AQ/(mAT), de una sustancia es la
cantidad de calor requerida para elevar la temperatura de una unidad de
masa 7, en un grado. Para el agua ¢=4180 J/kg. En caso de gases se tienen
dos capacidades calotificas, calor especifico a volumen constante (Cv) y calor
especifico a presion constante (Cp). Para un gas ideal de masa molecular M, se

cumple que:

La razdn de calor especifico para gases es y=C,/C,, cuyo valor para gases

monoatimicos es y =1.67, y para gases diatomicos y =1.40.

En los calculos de ingenieria los gases que estan sujetos a presiones de unos
cuantos bar pueden considerarse como ideales. Para un mo/ de gas ideal en un
proceso donde 70 hay flujo y es mecanicamente reversible, se aplican las siguientes

ecuaciones:
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dU=dQ+dW - AU =Q0+W

dW:pdV—>W:IpdV

dU =C,dT — AU = [ C,dT

dH = C,dT — AH = [ C,dT

Se dice que el proceso es politripico si la relacion presion-volumen, estd dada

por: PV’ =K, siendo K una constante. En tal proceso, el #rabajo W, y el calor

0, se obtienen con las siguientes ecuaciones:

RT P (5-1)/8
SOaY
s-1\ P
(5-1)168
oo B-PRT | (B
(6-Dr-DI\A

Para valores particulares de la constante 0§, las ecuaciones anteriores se

reducen a los siguientes procesos termodindmicos, para un gas ideal: isobdrico
(presion constante, 3=0), isotérmico (temperatura constante, dU=0, 8=1), adiabditico
(sin transferencia de calor, dO=0, 8=Y), isocdrico o isovolumétrico (volumen constante,

AW'=0, 5= c0),

Los problemas cuyas soluciones dependen exclusivamente de la conservacion
de la masay de las leyes de la termodindmica suelen dejarse fuera del estudio de la
mecdnica de fluidos (que involucra el principio de momento lineal) y son

estudiados por la termodindmica.

Un volumen de control (1'c), es un volumen aislado de un sistema fisico en
estudio, con una entrada y una salida para comunicarse con sus alrededores.
Consideremos un volumen de control que aloja una cantidad contable X de
fluido. Una ecuacion de balance de masa expresa la relacion entre la rapidez de
transporte (X ) hacia (+) o desde el fluido (-), con la rapide3 con la que se genera

(X,) la sustancia dentro del volumen y con la rapide3 de cambio de la sustancia

dentro del volumen de control (dX, /dt):

dX ve
dt

X, +X;=
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La rapidez de flujo mdsico mcon la que fluye un fluido en fase gaseosa, de
densidad p, a través de una tubetia de drea de seccion trasversal A, con velocidad

promedio v, esta dada por:

m = pvA4

El proceso de flujo en estado estable es aquel en el que el flujo masico de
entrada y salida es el mismo. Dicho estado obedece la ecuacion de continuidad,
la cual se puede escribir en términos del volumen especifico (N =1/ p).

_vd w4,

T

e2

m=pyv 4, = p,v,4

Bloques funcionales de sistemas fluidicos
neumaticos

Resistencia neumatica

Considere un sistema en fase gaseosa en flujo estable, fluyendo a través de
una tuberfa. La resistencia nenmatica se define en términos de la razén de flujo
masico m y la diferencia de presiones en dos puntos 1y 2, a lo largo de la

tuberia, como:

Py — P, =Rm

Capacitancia neumatica
Consideremos un volumen de control Vc, que aloja un gas, con las
siguientes propiedades, mwasa m, densidad p, temperatura T, al cual entra un flujo

masico m,y sale un flujo mésico m,. Supongamos que las condiciones del

gas estén dadas por la ecuacion del gas ideal.
pV =mRT - p=m/V)RT = pRT — p=(1/RT)p

El cambio de masa en el volumen de control, sabiendo que m=pl/, y

considerando la ecuacion antetior es:
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1
_dm)_d(pV)_ dV ,dp_ dV ,dGrp)_ dV V dp

M —m,

dt dt dt dt dt dt dt RT dt

Lo cual se puede reescribir como:

m—m, =

_pdldl+Ldl= dV+L dl:(cl+cz)dl
dp di | RT di dt

dp RT )dt
Donde las constantes Ci y Ca son la capacitancia neumdtica debida al cambio de

volumen y la capacitancia debida a la compresibilidad del gas, respectivamente.

dVv Vv
C=p— =
=p G

En términos de la diferencia de presiones, la ecuacién puede escribirse

como:

1

—— | (m, —m,)dt
Q+QJ(1 )

=Py =

Inertancia neumatica

Consideremos un bloque de gas de drea de la seccion transversal A, longitnd 1.
Sea su densidad uniforme p, y su masa m=pAL. Apliquemos la segunda ley de
Newton para estudiar las relaciones entre la fuerza que se provee al bloque de
gas para aceleratlo y sus propiedades. Consideremos que la fuerza actia en

las caras laterales del bloque, ejerciendo presiones p1 y pe.

d(mv) _d(pLAv) d(pq)

—(p — DA =ma = - =L

S =P~ p,)d=ma dt dt dt

Donde ¢g=Av, es el flujo volumétrico, asi mismo el flujo mdisico esta dado por

m =pq. En estas condiciones se tiene que:

— —£d7m— dﬂ@[—é
PR T 4

La constante I=1./.A4 se denomina znertancia nenmditica.
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Sistemas térmicos

Para sistemas térmicos solo se consideran dos bloques funcionales: resistencia

térmica y capacitancia téymica.

Fundamentos de transferencia de calor y
calorimetria

Las escalas de temperatura mas comunes (con el punto fusion'y ebullicion del agua
indicado en paténtesis) son: Celsius (0-100 °C), Fahrenheit (32-212 °F),
Rankine (492-672 °R) y la escala absoluta o Kelvin (273.15-373.15 K). Se
relacionan entre si, como se indica a continuacion:

K =°C+273.15

°F=18°C+32—>°C=(°F-32)/1.8

°R=°F +460

El punto triple del agna se define a 0.01°C y equivale a 273.16K. Si un material
de coeficiente lineal de expansion o., y coeficiente volumétrico de expansion B (B=3c
para solidos), con /longitud Lo y wvolumen Vo, se somete a un cambio de

temperatura, AT, este resiente un cambio en longitud y volumen dados por:

AL=al AT AV = pV,AT

E/ calor transferido de un cuerpo a otro es el resultado de la diferencia de temperaturas.

El calor necesario para elevar la temperatura de un material de capacidad

calorifica ¢y masa m, una cantidad AT es: Q = mcAT .

Los tres mecanismos para la fransferencia de calor son: conduccion, conveccion y
radiacion. La conduccion ocurre cuando la energfa calorifica pasa a través de un
material como resultado de las colisiones entre la moléculas del mismo. La
conveccion de energfa calorifica involucra movimientos de masa de una region
a otra, el material de menor temperatura es desplazado. La radiacion es

transferencia de energfa a través de ondas electromagnéticas.

Conduccién. Consideremos dos cuerpos de temperatura Ta y T, siendo

Ta>Ts, v sea un material de conduccion aislado de longitud L.y drea de seccion
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transversal A 'y sea k su conductividad, entonces la corriente de calor por conduccion

(H) es:
H:d—Q:— Aﬁ:Ak(TA_TB):A(TA_TB)QR_E

dr dx L R Kk

Conveccion. El proceso de transferencia de calor por conveccion es
complejo y no existe una ecuacion general, por el contrario se desatrrollan
ecuaciones particulares dependiendo de su aplicacién. Por ejemplo la
conveccion natural de aire desde superficies verticales y planos horizontales esta

dado por:

hL_ | Vo, 8B AT (c#j
k, u fz k),
Siendo: h=coeficiente medio de transferencia de calor, kt=conductividad calorifica del
fluido, co=calor especifico a presion constante del fluido, ps=densidad del fluido,

Be=cocficiente de expansion térmica del fluido, g=aceleracion debida a la gravedad,

AT =djferencia de temperaturas entre la lamina y el fluido, \\e=viscosidad del fluido.

Radiacion. Un cuerpo negro es un cuerpo que absorbe toda la energia radiante
que incide sobre el. En equilibrio térmico un cuerpo emite la misma cantidad
de energia radiante que la que absorbe. A pattir de la ky de Stefan-Boltzmann,
se tiene la corviente de calor por radiacidn (H) para una superficie A, de un cuerpo

a temperatura absoluta T, esta dada por:
=" _ geor
dT

Donde © es la constante de Stefan-Boltzmann, y ¢ es la emisividad de la superficie.
Para un cuerpo negro =17y ¢<7 para una superficie real. Cuando un cuerpo
con temperatura absoluta T, estd en una regién donde la temperatura

absoluta es T, la energfa radiada por el cuerpo es:

n=9_ Aea(T* ~T,")
dT
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Bloques funcionales de sistemas térmicos

Resistencia térmica

Como sabemos de la termodinamica, sélo hay flujo de calor neto entre dos
puntos si hay una diferencia de temperaturas entre ellos. El flujo de calor q,
debido a una swperficie A, entre dos puntos de tfemperatura T1 y T2 se

relacionan por:

Donde R es la resistencia térmica. El valor de la resistencia depende del modo
en el que se transfiere el calor. En la conduccién a través de un sélido
R=L/k. En la convecciéon R=1/(Ah).

Capacitancia térmica
La capacitancia térmica (C) es una medida del almacenamiento de energia
interna de un sistema. Sea qi la razén de flujo en el intetior de un sistema y

qz la raz6n de flujo que sale de este, entonces:

dT dT
Ag=q,—q,=mc—=C— C=mc
q4=49,—4, d d
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Equivalencias entre bloques funcionales de
sistemas fisicos

Hasta ahora nuestro esfuerzo se ha concentrado en la determinacién de los
bloques funcionales de los siguientes sistemas fisicos: wecinicos traslacionales,
mecdnicos rotacionales, eléctricos, fluidicos hidrinlicos, fluidicos nenmaticos'y térmicos. La
intencién que se ha tenido en mente es presentarlos de manera tal que se
observen las equivalencias en los modelos matematicos que los presentan,

como se resume en la tabla 2.10.

Tabla 2.10

Equivalencias de los bloques funcionales de sistemas fisicos

Bloques funcionales

Sistema Almacenamiento de . i Almacenamiento de
. i i Disipador de energia .
fisico energia potencial energia cinética
Mecinico Resorte traslacional Amortiguador traslacional Masa
trasnacional = dv
rasnaciona szj‘vdt F=cv Fem®
dt
Mecdnico Resorte torsional Amortiguador rotacional Momento de inercia
rotacional Ao
T = k| adt T=cw =12
dt
Eléctrico Inductor Resistor Capacitor
o1 . . dv
lzf‘[vdt 1=§v i=C—
L dt
Fluidico
. Inertancia hidraulica Resistencia hidrdulica Capacitancia hidraulica
hidrdnlico
1 d(p,=p,)
g=—[(p -pdt | g=%(p—ps) g=C——t 2
1 dt
Fluidico Inertancia neumatica Resistencia neumadtica Capacitancia neumatica
neumidtico 1 d(p,-p,)
WZ*J‘(PI—Pz)df m:%(pl_pz) m=C— 27
1 dt
Térmico Resistencia térmica Capacitancia térmica
Simequivalente 1 dr
g=%T-T,) qlfqzzcz
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Modelado de
Sistemas Dinamicos

Los sistemas fisicos se presentan en la naturaleza como
sistemas dinamicos. El modelo matemdtico que representa un
sistema fisico se obtiene a partir de un analisis del estado que
guardan los bloques funcionales que componen el sistema,
aplicando los principios de conservacién de energia, masa 1y
momento (angular y lineal). El objetivo de este capitulo es
presentar un conjunto de técnicas que permitan la obtencién

de modelos matemdticos para los siguientes sistemas fisicos:

Sistemas mecanicos.
Sistemas eléctricos.
Sistemas fluidicos.
Sistemas térmicos.

Sistemas electromecanicos.

El modelado se presenta mediante la funcion de transferencia del
sistema en el dominio de s, empleando la transformada de Laplace;

se presenta una introduccion al andlisis en espacio de estados.



Capitulo 3. Modelado de sistemas dindmicos I1-148

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dindmicos: Fisica, Matemiticas y Teotfa de Control




111149 Capitulo 3. Modelado de sistemas dindmicos

Modelado de sistemas dinamicos

Una ecuacion diferencial de un sistema dindmico, es un modelo matematico que
representa la relacién entre las variables de entrada del sistema y las variables
de salida para una caracteristica del sistema en particular, como una funcién
del tiempo. Un modelo de estado es una representacion matricial que relaciona
las variables de: entrada, salida y de estado; de manera que determina el
comportamiento del sistema en cualquier tiempo. En general las /fyes de
conservacion de la masa (M), energia (E) y momento (P) se aplican a los
componentes del sistema para formar una ecuacion de balance que se puede

escribir como:

flujode[ME]de entrada- flujode[ME]de salida=tasade acumulacia de[ME]

En ingenierfa de control se emplean varfas técnicas matematicas bien
fundamentadas: (1) modelado mediante funcidn de transferencia, aplicable a
sistemas  lineales  invariantes con el tiempo (ED lineales con coeficientes
constantes); (2) representacion del sistema mediante diagramas de blogues y (3)

modelado de sistemas complejos mediante espacio de estados.
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Modelado mediante funcion de transferencia

La teoria de control convencional emplea la funcién de transferencia para el
analisis de sistemas lineales invariantes con el tiempo sujetos a una sola
entrada y una sola salida; y el andlisis se realiza en el dominio de la
frecuencia (s, jw). Una funcion de transferencia o ganancia G(s), de un sistema se
obtiene al aplicar la transformada de Laplace a la ED invariante con el tiempo, que
representa el sistema (transformando la ED del domino del tiempo al
dominio de la los nimeros complejos) y se expresa como una razon de la
salida o respuesta Y (s), entre la entrada o excitacion X(S); bajo la suposicion de
que todas las condiciones iniciales son cero:

Y(s) _ L]
X(s) L[x(0)]

Y()=G(s)- X(s) —  G(s)=

El orden del sistema queda determinado por el orden de X(s) y en general el

orden de X(s) sera siempre menor que el orden de Y(s).

B Ejemplo 3.1. Obtener la funcion de transferencia para
el sistema mecanico mostrado en la figura cuya

entrada es la fuerza externa u(t) y su salida el

desplazamiento y(t). u(r}
Soluciéon. Cuando se aplica la fuerza externa u(t) a la
masa, en la direccién indicada, las fuerzas de resorte y

. (4
amortignamiento se oponen al desplazamiento. De esta T L

manera: (1) aplicando la segunda ley de Newton, F=ma;
() transformando la ED lineal e invariante resultante;
) hallando la funcidn de transferencia suponiendo  Figura 3.1 Sistema bloque-

. . L . . resorte-amortiguador
condiciones iniciales lguales a cero, sc tiene:

a0 _ 40 Sy d
u(t)fky(t)be_m an - mdt2 +bdt+ky—u
ms>Y(s)+bsY(s)+ kY (s) =U(s) N Y(s)x [msz +bs+ k]: U(s)
—Gs)=T&) 1 .

U(s) ms®>+bs+k
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Representacion del sistema mediante diagramas de
bloques

Los diagramas de bloques son representaciones grdficas de la dindmica de un sistema de
control, en su_forma mas sencilla representan una funcion de transferencia; y constan de
los siguientes elementos (figura 3.2): (1) flechas: se emplean para representar
la direccion del flujo de la sefial; (2) punto suma: es el lugar donde dos o mas
seflales se suman o restan dependiendo del signo indicado; (3) punto de
separacion: es el lugar donde la sefial se separa en dos o mas direcciones de
flujo; (4) bloques: son recuadros que alojan una operacién matematica de

transformacion para la sefial de entrada.

(2) Punto suma (4) Bloques (3) Punto de separacion
| | |

1 1
1 1
¥ 1
1
1

R(s) /f\ E(s) Colo) ()
=\ 8]

(
i

(1) Flechas

Figura 3.2 Elementos de un diagtama de bloques

Para un sistema de lazo abierto, que consta de elementos conectados en
serie, la funcién de transferencia global es el producto de las funciones de

transferencia de los elementos individuales:

G:ﬁGk =G,G, G,

k=1

Para un sistema de lazo cerrado

consideremos el diagrama de blogues
G(s) o)

mostrado en la figura 3.3. Se

tienen las siguientes relaciones:

Realimentacion

Figura 3.3 Funcién de transferencia de un

sistema de lazo cerrado
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C(s) = G(s)E(s)

E(s) = R(s) = B(s) = R(s) = H(s)C(s)
Cs) . G(s)
R(s) 1+G(s)H(s)

En la ecuacién anterior G se conoce como funcion de transferencia de la

trayectoria directa, GH se conoce como funcidn de transferencia de lazo.

El lenguaje de los diagramas de bloques

El algebra de bloques (figura 3.4) es el conjunto de reglas que permite
representar, analizar y simplificar graficamente las interconexiones entre
bloques de un sistema sin alterar las ecuaciones que describen su
comportamiento y se fundamenta en las siguientes propiedades generales:

(1) Conmutativa: El orden de los bloques o sefiales no altera el resultado
(aplica en sumadores y en conexiones en setie).

(2) Asociativa: La agrupacion de operaciones no modifica el efecto global
sobre la sefial.

(3) Distributiva: Un bloque que multiplica a una suma o resta de sefales
puede aplicarse a cada sefial por separado.

(4) Superposicion: La respuesta total a maltiples entradas es la suma de las
respuestas individuales.

Las reglas derivadas de estas propiedades son las siguientes.

Regla 1: Combinacién y desplazamiento de sumadores. Cuando a una sefial
principal se le restan varias entradas secundarias, el resultado no cambia ya
sea que las restas se realicen en pasos consecutivos o bien se agrupen en un
unico nodo con multiples entradas, ya que las operaciones de suma cumplen
las propiedades conmutativa 'y asociativa.

Regla 2: Bloques en cascada o serie. Cuando una sefial pasa por varios
bloques conectados en serie, el resultado no cambia aunque se intercambie
el orden de los bloques o se sustituyan por un unico bloque equivalente cuya
funcién de transferencia sea el producto de todos ellos (G1..G2), ya que la
conexion en serie cumple las propiedades conmutativa y asociativa.

Regala 3: Distributividad respecto a un bloque. Cuando un bloque multiplica
una suma o resta de seflales, el resultado no cambia si el bloque se aplica por
separado a cada una de ellas y posteriormente se combinan nuevamente
mediante un sumador, ya que la multiplicacién cumple la propiedad distributiva.
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Esto permite desplazar los sumadores antes o después de los bloques,
siempre que se conserven las relaciones entre las sefales.

Regla 4: Bloques en paralelo. Cuando una misma sefial se divide para
atravesar varios bloques en paralelo y posteriormente sus salidas se
combinan en un sumador, el resultado equivale a reemplazar todos los
bloques por un unico bloque cuya funcién de transferencia sea la suma
algebraica de ellos, ya que las contribuciones de cada camino se acumulan.

Regla 5: Superposicion de entradas multiples. Cuando un sistema lineal
recibe varias entradas independientes de manera simultdnea, la salida total es
igual a la suma de las respuestas que produciria cada entrada por separado,
ya que los sistemas lineales cumplen el principio de superposicion.

1.Y=4A-B-0C Rl: combinacidén ¥ desplazamiento de sumadores
B L A B
Aé OY _BCI éY _AQJ' ¥
£ C
2 ¥ =0G,G2A R2: blogques en cascada o serie
A ¥ A ¥
e -2Ee{ap- -
3L Y=0G,(A—B) R3: distributividad respecto a un blogue
e @& Y
L= e
A o ¥ A
@ (z; = —= B
T L[]
B
4 Y = (G, +G2)A R4: blogques en paralelo
- g
(e O
A : ¥ A
— & - 4
L[]
5hE ¥Y=0G,4A4+G.B R5: superposicidn de entradas miiltiples
A - ( ) ¥ Figura 3.4 Reglas algebraicas
]‘ de los diagramas de bloques

B [l
L=

2
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Efectos de las perturbaciones

Una perturbacién es una sefial no deseada la cual afecta la salida del sistema.
Las perturbaciones pueden venir de fuentes exégenas (medio ambiente) o

del interior del sistema, por ejemplo ruido eléctrico.

Perturbacidn

D(s)

R(s) C(s)
Gyis) Ghals)

His)

Figura 3.5 Sistema de control en lazo cetrado con perturbacién

Consideremos el sistema de lazo cerrado sujeto a una perturbaciéon D(s),
mostrado en la figura 3.5. La respuesta del sistema C(s) es la superposicion
de las respuestas de la sefial de entrada Cr(s) y la perturbacion Cp(s), esto es:

G,(s)
1+G,(s)G, (s)H (s)

C(s)=Cr(s)+C,(s5)= [G1 (s)R(s)+D(s)]

En general los sistemas de lazo cerrado son poco sensibles a los efectos de

las perturbaciones.

Representacién de un sistema dinamico en diagrama de bloques

B Ejemplo 3.2. Para el circuito RC mostrado en la

AAAA
Yyvy

figura 3.6; cuya entrada es ¢ y cuya salida es e,.

o i =

Hallar su representacion en diagrama de bloques. e O c e
T

O 3]

Solucién. (1) Se escriben ecuaciones que relacionen

las variables de entrada y salida; (2) se transforman Figura 3.6 - Circuito RC

en diagramas de bloques; (3) se forma un diagrama de bloques general:

. e —e
j=—"—"2— 1(s) Ei(s) ECEE Eofs)
R *@". ® cs
@)
e = I idt i(s) 1 | Ee®
T > o @) *
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Modelado mediante espacio de estados

En la toria de control moderna se emplea el concepto de espacio de estados
para el analisis de sistemas dindmicos que pueden tener entradas y salidas
multiples y que pueden variar con el tiempo (ED no lineales); y el analisis se

realiza en el dominio del tiempo (t).

El estado de un sistema queda determinado al conocer el #-vector de estado,
cuyos componentes son #-variables de estado y que graficamente se representa
como un punto en el n-espacio de estados. Una ecuacion de estado es una relacion
entre tres conjuntos de variables que determinan el comportamiento del
sistema: (1) variables de entrada, (2) variables de saliday  (3) variables de estado. Un
sistema dinamico debe incorporar elementos que memoricen los valores de la

entrada, estos son los integradores y sus salidas son las variables de estado x= I Xdx -

Mediante el espacio de estados un sistema dindmico, se puede representar
mediante el siguiente conjunto de ecuaciones matriciales:
X' (¢t) = AX (¢) + Bu (¢)
y(t) = Cx (¢) + Du (¢)
donde
A = matriz de estado
B = matriz de entrada
C = matriz de salida
D = matriz de transmisi 6n directa
Las matrices A, B, C y D son funciones del tiempo si el sistema es variante
con el tiempo, de lo contrario son matrices constantes. El vector de entrada (u),
vector de salida (y) y vector de estado (x), se definen por:

u, (1) () x(0)

BEAG %0 x(0)

u(® y@) = > X(t) =

u, (1) V(0 x, (1)
W™ Ejemplo 3.3. Representar el sistema masa-resorte-amortiguador,

mediante ecuaciones de estado.
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Soluciéon. El punto clave para la representacién del sistema mediante
ecuaciones de estado es la selecciéon adecuada de las variables de estado, y se
lleva a cabo como sigue: (1) se determina la ED que representa el sistema
dinamico y el grado de esta (n); (2) se eligen n-variables de estado, que
pueden ser la funcién de salida y sus (n-1) derivadas; (3) se escriben
relaciones de las variables de entrada y las variables de salida con las
variables de estado; (4) se expresan matricialmente las ecuaciones de estado;
(5) se representa el sistema en su forma matricial estandar identificando las
matrices de coeficientes (A, B, C, D):
d? d
n m L
dt dt
(2) x, () =y(@), X, @) =y'(t) “— variables de estado
G x=x,
, 1
X', =—
m
Y =x

o [ 2L e ofi]

(5) X' (1) = AX(¢) + Bu(r)
y(¢) = Cx(¢) +Du(¢)

0o 1 0
A—{_k _b}, B—{l} c=@1 o] D=0 *

m m m

+ky=u— my"+by'+ky =u

(—ky—by‘)+Lu —->x',= —Ex1 —Ex2 +iu
m m m m

Representaciéon de EDL con coeficientes constantes en espacio de

estados

El método antes enunciado se generalizard para representar un sistema
dinamico que es representado por una ecuacion diferencial lineal de enésimo

orden, en su forma normal:

(0]

(n) (n-1) _
yotay +ota,,yY +a,y=bu

Consideremos como variables de estado la funcién de salida y sus derivadas

y definimos:

— — O (n-1)
=D, L= s =Y

=
]
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Reescribiendo la ED en términos de las variables definidas:

v Vo v
xl_'xz’ xZ_x3’ > xﬂfl_xﬂ

Por lo que matricialmente en espacio de estados la ED lineal de n-ésimo

orden se representa por dos ecuaciones lineales de primer orden:

x'= Ax +Bu
y=Cx+D
x, 0 1 0 0 0
x, 0 0 1 0 0
x=| i | A=l 0 0 0 0 | B=|:
X, 0 0 0 1 0
X, -a, —-a,, —a,, -a, b,
C=[t 0 0 - 0] D=0

Asimismo la funcién de transferencia del sistema esta dada por:

Y(s) _ by
U(s) s"+as"" ++a, s+a,

G(s) =

Relacion entre funciones de transferencia y espacio
de estados

Cuando se tiene un modelo en el espacio de estados de un sistema con una
sola entrada y una sola salida, es posible obtener la funcién de transferencia

a partir de los parametros A, B, C y D como se muestra a continuacion.

L[X'(r) = AX(¢) + Bu()] = sX (s) = AX (s) +BU (s) > sX (s) —AX (s) =BU(s)
=(sI -A)X(s)=BU(s) > X(s)=(sI —A)'BU(s)
Lly(t) = Cx(¢) + Du(r)]= Y (5) = CX (s) + DU (s)
=C(sI —~A)'BU(s)+DU(s) = U(s)x[C(sI —A)'B+D]
Y(s)
U(s)

G(s) = C(sI-A)'B+D

X Ejemplo 3.4. Obtener la funcién de transferencia para el sistema masa-

resorte-amortiguador representado en espacio de estados.

Solucién. Aplicando la ecuacion definitoria se tiene que:
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0 1 0
A= k b| B=|1| €= o0 D=0
m m

Cfsor o Y [s -]
(s/ = A) :HO SHk bD :{k Hb}
m m m m

b
. ay  —ap st 1
det(sI —A)=s(s+b/m)+k/m, adj4= = m
—ay a4y _k s
b b
p +— 1 s+— 1
v _adid 1 ST m B 1
CI=A == k| & |8 & |9 &
PS5t —| —— s -— s ST —s+—
m m m m . m m
Y(s) RS'+R£ RO 1
G(s) = =C(s/-A)'B+D=[1 0 O 1|+0=R—
U(s) ~RY Rs|m m
m
1 1 1
- bk m msiabstk *
el kom msT+bs+
m m

Sistemas mecanicos

Para los sistemas mecanicos traslacionales existen tres bloques funcionales
basicos: masa-resorte-amortiguador, para sistemas mecdanicos rotacionales los bloques
funcionales basicos son: momento de inercia-resorte  rotacional-amortiguador
rotacional. B andlisis de sistemas mecanicos se lleva acabo aplicando la segunda
ley de Newton a cada masa o momento de inercia segin corresponda, con
frecuencia es util dibujar un diagrama de cuerpo libre, en el que se muestran las

fuerzas o torques actuando sobre cada masa:

B d’x B d*e
LF=myr XTI

A Ejemplo 3.5. Obtener el modelo por funcién de

transferencia del sistema mostrado en la figura 3.7,
Masa

donde la fuerza externa es la variable de entrada y el

m

desplazamiento la variable de salida.
Desplazamiento x——

Figura 3.7 Sistema masa-resorte
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Solucion. Cuando la fuerza f{t) se aplica a la masa en la direccién indicada,
los resortes se oponen al movimiento con fuerzas indicadas. Aplicando la
segunda ley de Newton, se tiene que:

d*x d*x
i’ moo +(k, +ky)x= 1)

f@O)—kx—k,x=m

L m%ﬂkl +ky)x = f(2) - ms* X (s)+ (k, + k,) X (s) = F(s)

X(s) 1
F(s) ms®+(k +k,)

X()x[ms> +(k, +k)]=F(s) >  Gs)=

B Ejemplo 3.6. Obtener el modelo por

funcién de transferencia de un motor que

k
hace girar una carga, donde el par externo A\WA\WA\WA\W
1 » | Momento de Par
T, es la wvariable de entrada y el it et
. . . 1 | — d d 1 k
desplazamiento angular la variable de salida. AR
b

Solucion. En la figura 3.8 se muestra el . )

: Figura 3.8 Masa que gira
modelo de bloques. La masa es sujeta al extremo de un eje
representada por el momento de inercia I,
con radio de giro k y es hecha girar por un par externo T' (internamente es un par

aplicado a la armadura, debido a fuerzas electromagnéticas por iteracién con el campo magnético,

T = BIANsin6a, ) €l resorte y el amortiguador rotacionales generan pares que

se oponen al movimiento de la masa; se aplica la segunda ley de Newton en forma

rotacional . _ 4@,y se tiene que:

dt
2 2
T(t)—ké?—cﬁ=1d20 - d?+cﬁ+k0=T(1‘)
dt dt dt dt
2
L Id 4 +c%+k6’=T(z‘) - IsO(s) + csO(s) + kO(s) = T(s)

dr’
O(s) 1
T(s) I-s>+cs+k

OW)x[Is? +es+k]=T(s) >  G(s)=
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B Ejemplo 3.7. Obtener el modelo por funcién de transferencia del sistema

de suspension de un automovil, figura 3.9a.

Solucion. El sistema de suspension es complejo, un acercamiento es como el
mostrado en la figura 3.9b, una simplificacién mayor conduce al sistema
mostrado en la figura 3.9c. En el cual el desplazamiento x; del punto P es la

entrada del sistema y el desplazamiento x, de la masa es la salida del sistema.

@ © [~ ] @ kxioobx)
o o TR
m
R

Centro de masa

ng on
B "

mx o

L~

v - <

Cuerpo del automédvil J

Figura 3.9 (a) Suspensioén de un automévil; (b) sistema de suspension; (c) simplificacién; (d) cuerpo libre

La suspension de un automovil tiene por objeto la estabilidad de este, de
manera que se minimicen las vibraciones como resultado del relieve del
terreno. Se compone de dos elementos principales resortes (0 muelles) y
amortignadores ademas de brazos y ejes rigidos. Refiriéndose a la figura 3.9¢ el
sistema se modela como un sistema masa-resorte-amortignador. En términos de
desplazamientos, cuando un desplazamiento x;, se aplica al punto P, la masa
7 reacciona con desplazamiento X, a partir de su posicioén de equilibrio; pero
se amortigua mediante el amortiguador de constante b y el resorte de
constante k. El diagrama de cuerpo libre se muestra en la figura 3.9d, en

simbolos se tiene que:

d? d dy, & dx, d
e o, b e, —p T = e Ee 2
dt dt dt dt

ij+k(xn—x,.):0

dt dt

L[m ddztfo + b( d;‘; - %} +h(x, —x,)= 0} > ms> X, (5) +bs(X , (5) = X, (5))+ k(X (5)— X,(5)) = 0

X o (5) % (ms? +bs + )= X, () x (bs +k) = 0 = X (s) x (ms® +bs + k)= X, (s) x (bs +k)

G(s):XO(S): 2117s+k
X, (s) ms”+bs+k

L)
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Sistemas eléctricos

Los bloques funcionales basicos de sistemas eléctricos son: inductor-resistor-
capacitor. El andlisis de sistemas eléctricos se lleva a cabo aplicando las /fyes de
voltajes y corrientes de Kirchhoff (LVK, LCK), mediante dos métodos conocidos
como analisis de mallas y analisis de nodos que expresan la conservacion de

la energia y la carga respectivamente:

>0 P.=0«LVK

k=1

> 1 =0«LCK

X Ejemplo 3.8. Obtener el modelo por R QA
@ — 1
funcién de transferencia del sistema RLC g
mostrado en la figura 3.10, la variable de VI FeeT Ve
entrada es el voltaje aplicado #, la variable de

salida es el voltaje en el capacitor zc.

Solucién. La figura 3.10a, muestra el andlisis

de nodos, la figura 3.10b muestra el analisis de

mallas, ambos conllevan al mismo resultado,

es decir: Figura 3.10 Circuito R-1.tC, (a) analisis

de nodos; (b) analisis de mallas

Analisis de nodos :

. L A 1 . LAy,
ZZ—O. i, —i,—i;=0, i = 0 lz—LJVAdt, ip=C 2
V—v 1 dv dv. R
7 4 —zijdt—C th =0 pero v, =V,, entonces : RC t( +Zjvcdt+vc =v
dv. R B RV.(s) _
L[Rc7+zjvcdt+vc —v:| > RCV()+ V() =V (5)
V. (s)(RCs Ry 1) V) o> Gsy=e® ! n
sL Vi) RCs+—-+1
s

1

LG =————
) LCs® + RCs +1
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Analisis de mallas :

d(i, —i,)
dt

d(i, —i) — _Ld(il —5) Sy, :Ld(il ) N
dt ¢ dt ¢ dt

Mallal:v=Ri +L

Malla2:0=v, +L

[vedt = LG, ~iy)

dv

. .1 dv
—)Ivcdtszl—LC € i =Zj-vcdt+C—C

dt dt

d d
:>V=R[—Ivcdt+c Vc}_vc v=RC L
L dt

R
dr +ZIVCdl+VC L

Ty =
al sistema mecanico mostrado en la figura 3.11.

Rama 1 Rama 2

&

X Ejemplo 3.9. Escribir el circuito eléctrico andlogo ég
ky

Solucion. La equivalencia entre elementos mecanicos

y eléctricos es como sigue:  resorfe—>inductor, Masaim

amortignador—>resistor, masa=> capacitor, la fuerza F, es
F

andloga a la intensidad de cortiente eléctrica i. LoS  pjgura 3.12 Sistema mecanico

elementos de la rama 1 estin en paralelo con el

elemento de la rama 2, lo mismo ocurre en su 1 Li=1i/k

1
circuito dual. El resultado se muestra en la figura C=m__ fz:U”zg
3.12 Ry =1/ey

Rama 1  Rama 2

Transformada de Laplace de impedancias
complejas

El analisis de circuitos eléctricos se facilita en gran medida cuando las

Figura 3.12 Sistema eléctrico

impedancias del circuito se transforman por la técnica de Laplace. La
impedancia se define como la razén Z(s)=V(s)/1(s); para los elementos
resistor R, inductor Ly capacitor C, se tienen las impedancias complejas R, Ls y
1/Cs respectivamente, el reciproco de la impedancia es la admitancia Y (s). El
equivalente de impedancias en serie es su suma algebraica, el equivalente de

admitancias en paralelo es su suma algebraica, es decit:

2,5)=Y 7, V,5)=DV()
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X, Ejemplo 3.10. Obtener la transformacion L
r—T

R
.'“'"A" 0
de Laplace del circuito RLC mostrado en la l
figura 3.13. i w C eo
i* T

L, o
Solucién. Se escribe la LVK para la malla y Figura 3.13 Circuito RLC

se transforma:

) 1,

e, —Vv, —vp—v. =0, VL:LE’ vy = Ri, vc—Efzdt
di . 1. g

ei—LE—Rl—Ej.ldt—O, eO—E‘[ldt

di . 1. 1(s) 1
Lle—L——Ri——|idt=0|=E.(s)—Lsl(s)—RI(s)———==E (s)-I(s)| Ls+ R+—|=0
[, R } ()= Lsl(5)=RI(s) = 2= E,(5) ()[ SC}
I I ()
Ll:eo _Efldt:| —EO(S) —E
2G(S):120(s) _ I(s)/sC - 1/sC e ch : -
(5) I(s)[Ls+RI+—} Ls+RI[+— L& +RCs+
sC s
X Ejemplo 3.11. Obtener el modelo por funcién fo) Z1 T -Cr
de transferencia del circuito mostrado en la figura
. 2 €o
3.14, empleando el concepto de impedancia E

compleja. Siendo Zi(s)=Ls+R, Z(s)=1/Cs. I
Figura 3.14 Circuito de impedancias
Solucién. Puesto que es un circuito de una sola complejas

malla, se aplica la LVK y se tiene que:

E\(5)=Z,,()I(5)=[Z,(s)+ Z,(s)]x ?2) ((Ss))
Eo) _ Z,(s) _  UGCs 1

= G(s)=

E(s) Z(s)+Z,(s) Ls+R+1/Cs LCs’+RCs+1

X Ejemplo 3.12. Obtener el modelo en espacio de estados del circuito RLC

mostrado en la figura 3.13.
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Solucioén. Se aplica el método para EDL con coeficientes constantes, antes

presentado, que consta de los siguientes pasos: (1) se obtiene la EDL y se

escribe en su forma normal y se obtiene el orden 7 (2) se escriben las n

variables de estado xj...x, que consta de la variable de salida y sus n-1

derivadas; (3) se escribe la variable de entrada #, y la variable de salida y=xy;

(4) se escribe las ecuaciones matriciales de primer orden que representan el

estado del sistema de acuerdo al formato presentado; (5) se obtiene

funcién de transferencia empleando la ecuacion antes presentada:

1 1 de
1 e,~L——Ri——|idt =0, e, =—|idt >i=C—%
M : cI ° cI dt

[ deoj
2
oL~ _pf o —ij %oy —e —1c9 % _peto _, _
dt C dt dt” dt

R
- eo”+ze0'+—e0 =——e, <« EDL en su forma normal de orden n =2

2) X, =e,, X, =e,' variables de estado

(_
3) u=e;, ,y=e,=1x, «—
, 0 1 0

o) [x‘}{l R}[”HI}L«
*2 c L)) |Ic

E,(s) 1/LC B 1
E/(s) s*>+R/Ls+1/LC LCs*+RCs+1

variables de entrada y salida

(5) G(s)=

Sistemas fluidicos

la

Un liquido que fluye dentro de una tubetia se dice que tiene flujo laminar si su

niimero de Reynolds es menor que 2000, si es mayor se dice que es flujo

turbulento. E1 nimero de Reynolds es una cantidad adimensional que se

define por:
N =26
u

donde : 12 = viscosidad [poise = dina - seg/cm® = g/seg - cm]
G = velocidad masica del flujo

D = diametro de la seccion transversal circular
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Los sistemas con flujo laminar se modelan con EDL mientras que los de

flujo turbulento requieren EDP; los primeros son menester de nuestro

estudio.

X Ejemplo 3.13. Para el sistema de nivel de liquidos con iteraciéon mostrado
en la figura 3.15, obtener las EDL que describen el cambio de las alturas de

los liquidos en los contenedores respecto al tiempo, si la inertancia es

despreciable.

— Area Ay
\\a

h

q2

—

Area A,

e

D

a3

—

[ =T>

Cy Ry

Cy

R»

Figura 3.15 Sistema de nivel de liquidos comunicantes

Soluciéon. Los elementos que componen el sistema mostrado son
basicamente dos tipos: los contenedores o capacitores y las vilvulas; los primeros
tienen la propiedad de capacidad y los segundos de resistencia. Empleando las

ecuaciones definitorias se tiene que:

Para el contenedor 1:

dp dh
ql—q2=C1$, p=hpg, C1:A1/pg4)Q1_Q2:Ad7tl
Para la valvula 1:
Ap = Rq,, Ap = hpg —h,pg = (hy —hy)pg = Riq, > q, :%g(hl —hy)
1
rg dh, _ dh, . pg 4,
=g, - -h)=4 ——>—+—"—""(h —hy))=——
q, R, (h, 2) " d A1R1( 1 2) 4,
Para el contenedor 2 :
d, dh
92*43:6'27]:: p=nh,pg, C2:Az/pg—>92743:‘427t2

Para la valvula 2 : (el liquido sale a presion atmosféric a p = 0)

Ap = R,q;,
dh dh
qu_&}h:/la 2‘>q7:A7 2
° R, codt - codt
dh, dh,

g rg
>0 —py=ua, T2 Py T
Rl (l 2) 2 dt R2 2 dt

2

R, 4,

Ap =h,pg =0 > h,pg = R,q; —> q; = ;ihz

2

2

2

g g
—PE (n—n)+-LEh =0
(1 2) RA 2

+ ;—ghz , sustituyen do q, en la ec de la valvula 1:

L
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B, Ejemplo 3.14. Para el tubo en U, mostrado en la
figura 3.16, que contiene un liquido, obtener la EDL
que describe el cambio de altura con el tiempo,

cuando se incrementa la presion por el extremo del

tubo indicado.

Soluciéon. Cuando se ejerce presion por el extremo

izquierdo del tubo, desplazandose el nivel 1 una

p Altura en
l algdn instante

Altura
inicial

Densidad p

altura h, la diferencia de alturas entre niveles es 2h, y L

el volumen desplazado es V=Ah, siendo A el area de

seccion transversal. En cualguier instante, la diferencia

Figura 3.16 Tubo en U

conteniendo liquido

depresiones entre los dos extremos debe ser ignal a la caida de presion total a través del

sisterna, si consideramos que el sistema tiene znertancia, resistencia y capacitancia

entonces se tiene que:

dq 1 av _d(4n) dh
=]/—+Rq+—|qdt, =— ="y y—
eIyt Rav e a T a dr
Idh = 2h « Diferencia entre los niveles, 1= %,
d*h dh
= pL +RA—+2pgh = -
P ar’ ar pgh=p

Sistemas térmicos

W Ejemplo 3.15. Considérese un termdémetro de

temperatura T que se sumerge en un liquido de

temperatura Ty, mostrado en la figura

determinar la EDL que describe la variacién de

temperatura del termémetro.

p=IA"T+ R4

2
dh dh+ﬁjdh
dt dt C

c-2L
rg

Ll e
3.17, U

Figura 3.17 Termémetro

Solucién. El termémetro tiene una capacitancia térmica C, y existe un flujo de

calor del liquido al termémetro q, a través de una resistencia térmica es R, es

decir:
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T, =T = Rq < resistencia térmica q=

qg=C ar <« flujo de calor del liquido al termémetro

uzcdl—mcdlm:n *
R dt dt ’

W, Ejemplo 3.16. La figura 3.18 muestra un sistema Ty

Te
térmico que consta de un calefactor eléctrico CE en una

habitacion H. El CE emite calor a la razén q1 y H il

pierde calor a la razén q. Si el aire en H estd a una

temperatura uniforme Ty que no se almacena calor en 1as  Figura 3.18 Calefaccion

paredes, obtener la EDL que describe como cambia T.

Solucién. El aire en H tiene una capacitancia térmica C, la temperatura
dentro de H es T y To fuera de ella, empleando las ecuaciones definitorias,

se tiene que:

dT 1
qlfqzzcz, Rq,=T-T, qu:E(T*TO)
1 dT dT
=q,-—(T-T,)=C— > RC—+T =Rq, -T, -
9, R( 0) dt d q, o

Sistemas electromecanicos

Gran parte de los dispositivos de aplicaciéon practica se componen de la
agrupaciéon de sistemas simples, el analisis de estos requiere la aplicacion de

leyes de conservacion de las energias que intervienen en su operacion.

W Ejemplo 3.17. Determinar el modelo matemitico del wotor de CD (a)
controlado por armadura; (b) controlado por campo. Dibujar el circuito,

realizar un diagrama de representativo del modelo.

Soluciéon. Un motor de CD es dispositivo que transforma energia eléctrica
en energfa mecanica. Se compone de pattes principales un embobinado de
campo y an embobinado de armadura; el primero genera un campo magnético de
densidad de flujo B, por circulacion de una corriente ir; cuando por el

embobinado de la armadura de N espiras, circula una corriente 1,, sobre cada
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espira de longitud L.y anchura b, acthan fuerzas F, que la hacen girar a velocidad
angnlar w; generando un par T. En las terminales de la armadura se induce un
voltaje denominado fuerza contraelectromotriz v, y se opone al voltaje aplicado v,

y es proporcional a w.

(a) Para el motor controlado por armadura, la cortiente de campo i, es constante
y el motor se controla ajustando el voltaje de la armadura v,. El circuito de la
armadura se puede considerar como una resistencia R, en setie con una
inductancia L, y una fuerza contraelectromotriz v, opuesta al voltaje aplicado a la
armadura v,, como se muestra en la figura 3.19. Al par de la armadura T, se
opone el par de amortiguamiento Tw, proporcional a la velocidad de la

armadura.

(b) Para el motor controlado por campo, la corriente de la armadura i, es
constante y el motor se controla ajustando el wltaje del campo ve. El circuito
del campo se puede considerar como una resistencia R, en serie con una
indnctancia Lg, como se muestra en la figura 3.19. Al par de la armadura, se
opone el par de amortiguamiento, T, proporcional a la velocidad de la
armadura. La figura 3.20 muestra el diagrama en bloques en funcién del

tiempo, la deduccién matematica se muestra a continuacion:

Cirenito de armadura

Figura 3.19 Circuitos de la armadura y campo para un motor de CD.
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Comportamiento del motor de CD :

F = NBi L <« fuerza magnética sobre N espiras
T =Fb= NBi,Lb=kBi, <« parsobre N espiras dela armadura
v, =k,Bw < fuerza contraelectromitriz inducida
Motor CD controlado por armadura :i; = constante .. B = constante
v, =k;0
di di
> v=0: L,—*+R,i,=v,-v, > L, —~+R,i =v, -ko
dt t
ZT=Id—w: T =k,i,, Tm=cw—>ld—w=k4ia—ca)
dt dt

Motor CD controlado por campo :i, = constante

ZV=OZ di

L,—Y+R,i, =v
fdt i f

do . do .
ZT=I—: T =ki,, T,=co—>1—=ki, —co
dt ’ dt o
- diy |
‘r'u—i-n—LuI*Rm T = ki,
+ VoW o ia .
v, Circuito de Embobinade
armadura de armadura
f.e.m. retroalimentada
Vi
Induccién
electromagnética
3)
Vi = ksw
- di
Vi=Ryig+ Ly T = ksia
if
v Circuito de Embobinado
.
f campo de armadura

b)

L
T dﬂ =T —ew
dt
18 Carga
E— Carga e
rotacién w
dw
I T T-cw
Carga
— Carga =
rotacidn w

Figura 3.20 Diagrama en bloques en dominio del tiempo, para el motor de CD

controlado pot: (a) armadura: (b) campo.
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W™ Ejemplo 3.18. Para el motor de CD del ejemplo 3.17, obtener la funcién
de transferencia por elemento, determinar la funcién de transferencia global

y dibujar el diagrama de bloques en el dominio de s.

Solucion. (1) Se obtiene la transformada de Laplace de cada elemento de la
figura 3.20 suponiendo condiciones iniciales iguales a cero; (2) se ordenan los
términos convenientemente y se obtiene la funcién de transferencia global.
El diagrama de bloques en el dominio de s, se muestra en la figura 3.21; los

calculos se muestran a continuacion:

Circuito de Embobinado Carga
Va(s) —;><—)' — —> K > = —e—> w(s)
Lt Las+ Ra 4 Is+¢ i
Ks
a)
Circuito de Embobinado Carga
V; > - e K, — L —>
f(s) T L!s + R_,‘ 5 IS—-‘-F w(s)
b)

Figura 3.21 Diagrama en bloques en dominio de s, para el motor de CD controlado por:

(a) armadura; (b) campo.

FSD-FMTC * Fundamentos de Sistemas Dinamicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




II-171 Capitulo 3. Modelado de sistemas dindmicos

ey
Circuitode la armadura:
I,(s) 1

V. (s)=V,(s)=L,sL,(s)+R,I,(s)=T1 (s)x(L,s+R,)—>G(s)= AEEATR
a b a a

Embobinadode la armadura:

T(s)

G(s)=——==k

Do
Carga:
Tsa(s) = T(s) — ca(s) — G(s) =2 = !

T(s) Is+c
Realiment&ion:
Hs)=2® g
o(s)
(2)
Motor CD controladopor armadura:
Armadura I UR, _UR, TI:La
Ls+R, (L, /R)s+1 zs+1 R,
1 1/¢ 1/¢
Carga: = = ©OT,=—
Is+c (I/c)s+1 1,5+1

6. (5)= (/R )k, (1/ ) (rs +D(T,s+1) [/ Rk, (1/ &)|/(z,z,)

O Nk, (U Rk, (U ) (s + D)(@,s +1) 57 +[(z, +7,) e,z s + [k 1 Rk, (1 ©) +1) /(7 7,)

K

G, (s)=

2
st +28w,s+ o,

donde \ K = [(1 /R )k, (1/ c)]/(r, 7,) «——gananciade armaduraen estadoestacionato

, = \/ [k3 (/R )k, (1/c)+ 1]/(1, 7,) «——relacionde amortiguaniento

E=(r,+7,)/ [2 . \/ 7,7, [1 +hky(1/ Rk, (1/ c)]]%frecuencianaturalno amortiguach

Motor CD controladopor campo:

1 1/R; 1/R; L,
Campo: = = 7 ===
Lis+Ry (L, /Rp)s+1 7s+1 R,
1 /¢ /¢
Carga: = = T, ==
Is+c (I/c)s+1 1,5+1
1/R /R ks(1/ ¢
Gs)= a)(s): / Lk, x 1/c :( ks(1/¢)
Ve(s) s+l 7,5+1 (5,5 +1) (7,5 +1)
K,
G(s)=—"——
(r;s +1)(7,5 +1)
k
—donde_y g ; :R—5<— gananciade campoen estadoestacionato £
7€
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Sistemas de Control

En este capitulo se presentan los fundamentos de los sistemas

de control de procesos industriales.
¢Qué es un sistema de control automatico?
Sistema de control lazo abierto y lazo cerrado.
Tipos de sefiales de transmision.
Componentes de un sistema de control
Dimensionamiento de valvulas
Tipos de controladores por realimentacién

Controladores légicos programables PLCs
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Control automatico

El control de sistemas industriales tiene como finalidad regular el
comportamiento de ciertas variables de proceso (femperatura, presion, nivel,

flwpo, etc. ver figura 4.1), manteniéndolas en un

valor deseado o haciéndolas seguir una
referencia preestablecida, a pesar de la
presencia de perturbaciones externas o de
vatiaciones internas del propio sistema. Presion Nivel

Dicho valor de referencia se denomina

punto de consigna o punto de control.

Punto de Velocidad

rocio

Un sistema de control automatico

Tempe- Humedad

ratura

puede definirse como aquel que compara
continuamente el valor real de la variable controlada
con el valor de referencia y genera las

acciones correctivas necesarias para  Figura4. Cantidades variables cominmente
controladas

reducit su diferencia  numérica, sin

requerir la intervencién directa del operador.

Los sistemas de control se clasifican en dos grupos: en lago abierto y en lazo
cerrado. Bl sistema de lazo abierfo carece de realimentacion, el sistema de lazo
cerrado posee realimentacion, la sefial de realimentaciéon es aquella que sale
del controlador con la finalidad de realizar ajustes en la sefial de entrada de

manera que se estabilice segin convenga.

Sistema de lazo abierto

Los sistemas de control en lazo abierto operan generalmente con base en
secuencias de acciones predefinidas, temporizadores o eventos

programados, sin que la salida del sistema influya en la entrada. Los
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componentes basicos de un sistema de control de lazo abierto son los

siguientes (véase figura 4.2):

(1) (2) (3)
Entrada Elemento Elemento de Salida
de control P{ correccion p| Proceso —>
Variable
[\ ) controlada

Controlador

Figura 4.2 Elementos de un sistema de control de lazo abierto

1.- Elemento de control. Es el elemento que determina que accién se va a tomar

dada la entrada al sistema.

2.- Elemento de correccion. Este elemento responde a la entrada que viene del
elemento de control e inicia la accién para producir el cambio en la variable

controlada al valor requerido.
3.- Proceso. Es el lugar donde se controla la variable.

Con los sistemas de control de lazo abierto los tipos de control mas
conocidos son de dos posiciones (ON/OFF) o secuencias de acciones

conmutadas por tiempo.

Sistema de lazo cerrado

En un sistema de control en lazo cerrado, una sesia/ de realimentacion desde
la salida se compara continuamente con el valor de referencia. La diferencia o
variacién entre ambos valores se utiliza para ajustar la entrada del sistema,
con el propésito de mantener la salida dentro de un rango de tolerancia
previamente establecido alrededor del valor deseado, aun cuando existan

perturbaciones o variaciones en las condiciones de operacién.
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Los componentes de un sistema de control de lazo cerrado son los
mostrados en la figura 4.3. La entrada del sistema es el valor requerido de la

vatiable, y la salida es el valor real de la variable.

Controlador
- - ~
(1) Sefial de (2) (3) 4)
Entrada error Elemento Elemento de Salida
V—>I P de control J correccion P Proceso
alor de
referencia Variable
controlada
(5)
Elemento de
medicién «

Figura 4.3 Elementos de un sistema de control de lazo cerrado

1.- Elemento de comparacion. Compara el valor de referencia (punto de control)
con el valor medido de la variable controlada, y genera una sefial de error

proporcional a la diferencia entre ambos.

error = (valor de referencia) - (valor medido)

2.- Elemento de control. Decide que acciéon tomar cuando se recibe una sefial de
error. A menudo se utiliza el término controlador para un elemento que

incorpora el elemento de control y la unidad de correccion.

3.- Elemento de correccion. Se utiliza para producir un cambio en el proceso al

eliminar el error, y con frecuencia se denomina actuador.

4.- Elemento proceso. El proceso, o planta, es el sistema donde se va a

controlar la variable.

5.- Elemento de medicion. Produce una senal relacionada con la condicién de la
variable controlada, y proporciona la sefial de realimentacion al elemento de

comparacion para determinar si hay o no error.
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Todo sistema de control de lazo cerrado posee realimentacion; que es el medio
a través del cual una sefial relacionada con la variable real obtenida se
realimenta para compararse con la sefial de referencia. Se tiene una
realimentacion negativa cuando la sefial realimentada se sustrac del valor de

referencia:

error = (valor de referencia) - (valor de realimentacion)

La realimentacion positiva se presenta cuando la sefial realimentada se adiciona

al valor de referencia:

error = (valor de referencia) + (valor de realimentacion)

Control de un proceso industrial

El bucle o lazo para un proceso industrial esta formado por los siguientes

elementos (figura 4.4): proceso, transmisot, controlador y valvula de

control.
Punto de
consigna Error Controlador
—>
v Fluido de
Medida y Elemento final | ™™
transmision de control l
Sali(;ia ?el A Variable Variable
‘pro ucto regulada Pr _manipulada Entrada del
< ) producto
)
Lo oo Perturbaciones

Figura 4.4 Elementos de un sistema de control industrial

El proceso consiste en un sistema que ha sido desatrollado para llevar a
cabo un objetivo de terminado: tratamiento del material mediante una serie

de operaciones especificas destinadas a llevar a cabo una transformacion.
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El transmisor (figura 4.5) es un instrumento que capta la variable del proceso
(presion, temperatura, nivel, etc) y la convierte en una seial estandarizada
(neumatica, electrinica o digital) para su transmision a distancia a un instrumento

receptot: indicador, registrador, controlador o una combinacion de estos.

Medio De

. Receptor
Variable del Transmision Ieor
Transmisor P Registrador
proceso Sefial De Controlador
Transmision

Figura 4.5 Elementos que intervienen en la transmisién

El controlador permite al proceso cumplir su objetivo de transformacién

del material y realiza dos funciones esenciales:

Compara la variable medida con la de referencia o deseada (punto de

consigna) para determinar el error.

Estabiliza el funcionamiento dinamico del bucle de control

mediante circuitos especiales para reducir o eliminar el error.

Los procesos presentan dos caracteristicas principales que deben

considerarse al automatizatlos:

TLos cambios en la variable controlada debido a alteraciones en las

condiciones del proceso y llamados generalmente cambios de carga.

El tilempo necesario para que la variable del proceso alcance un
nuevo valor al ocurrir un cambio de carga. Este retardo se debe a
una o varias propiedades del proceso: capacitancia, resistencia y

tiempo de transporte.

La valvula o elemento final de control esta en contacto directo con la
variable de campo y es la que ejecuta la accidén de control de acuerdo a lo

indicado por el controlador.
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Senales de transmision

En un sistema de control, la informacion se transmite entre los distintos
elementos que lo componen mediante sefiales estandarizadas. Estas sefiales
permiten comunicar el valor de las variables medidas, las 6rdenes del
controlador y las acciones dirigidas al elemento final de control.
Dependiendo de la aplicacién, las sefiales pueden ser neumdticas,
electronicas, digitales, hidraulicas o telemétricas. La tabla 4.1 presenta los

tipos de sefiales de transmision mds utilizados en sistemas de control.

Tabla 4.1 Sefales de transmision

No. Sefal Caracteristicas
Neumitica | 3—15 PSI, 0.2—1 Bar, 0.21—1 kg/cm?

2 Electrénica | 4—20 mA CD, 0—20mA CD, 1—5 VCD

3 Digital 0y 1 en grupos de 8, 16 y 32 bits
4 Hidraulica Para transmision de grandes potencias
5 Telemétrica | Para transmision a largas distancias
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Unidades de uso comun en sistemas de control

En los sistemas de control es frecuente utilizar unidades que no pertenecen
al Sistema Internacional (S1), debido a que numerosos equipos, instrumentos y
documentos técnicos, especialmente de origen estadounidense, emplean
dichas unidades para representar variables de proceso como presion,
temperatura y flujo. La tabla 4.2 lista algunas de las unidades mas comunes,

junto con su descripcién.

Tabla 4.2 Unidades de ingenierfa de uso frecuente en sistemas de control
Simbolo  Unidad Descripcion

psig libra pot pulgada . . . L.
o Presion relativa a la presién atmosférica.
cuadrada manométrica

psia libra por pulgada ., . .
Presion relativa al vacio absoluto.
cuadrada absoluta

Scth pie cubico estandar por Flujo volumétrico de gas en condiciones estandar (60°F,
hora 14.7 psia).
gpm galén por minuto Flujo volumétrico de liquido (galén estadounidense).
Ibm/hr libra masa por hora Flujo masico de gas o vapor.
°F Escala de temperatura (uso comin en EUA).

grado Fahrenheit -
°F=1.8 x °C + 32

°C . Escala de temperatura del SIL.
grado Celsius )
°C=(F-32)/18

°R do Ranki Escala de temperatura absoluta del sistema inglés.
grado Rankine
° °R = °F + 459.67

Nota: El cero absoluto corresponde a 0 K=—273.15 °C=—-459.67 °F= 0 °R.
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Componentes de un sistema de control

Los cuatro componentes bdsicos de los sistemas de control son los sensores, los
transmisores, los controladores y los elementos finales de control; tales

componentes desempefian las tres operaciones bdsicas de todo sistema de control
mediciéon (M), decision (D) y accion (A).

Sensores y transmisores

Con los sensores y transmisores se realizan las operaciones de medicién en
el sistema de control. En el sensor se produce un fenémeno mecanico,
eléctrico o similar, el cual se relaciona con la variable de proceso que se
mide; el transmisor, a su vez, convierte este fenémeno en una sefial que se
puede transmitir y, por lo tanto, ésta tiene relaciéon con la variable del

proceso.

Existen tres términos importantes que se relacionan con la combinacién

sensor/transmisor S/ T:

(1) La escala del instrumento esti definida por los valores inferior y
superior de la variable de proceso que se desea medir. Por ejemplo, si un
transmisor se calibra para medir una presién entre 20 y 50 psi, se dice que

su escala es de 20 a 50 psi.

) El rango del instrumento es la diferencia entre los valores superior e
inferior de la escala. Para el ejemplo anterior, el rango es de 30 psi. En
consecuencia, la escala se define mediante dos valores (inferior y superior),

mientras que el rango corresponde a la diferencia entre los dos valores.

3) El valor inferior de la escala se conoce como cero del instrumento.
Este término no implica que dicho wvalor sea necesariamente cero;
simplemente corresponde al limite inferior de la escala de medicién. En el

ejemplo anterior, el cero del instrumento es de 20 psi.
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Para un instrumento la ganancia es la relacién del rango de salida respecto

al rango de entrada:

G = _rango de salida Ejemplo: G =

20mA -4mA  16mA -0 OSﬂ
rango de entrada ’ ’ i

200psi - Opsi - 200psi - psi

Valvulas de control

La seleccion de una valvula de control debe considerar su comportamiento
ante una falla en el suministro de energia, con el fin de garantizar una
condicion segura del proceso. Con base en esta caractetistica, las valvulas se

clasifican en:
(1) Abiertas en falla (AF): se abre al perderse la energia de accionamiento.
(2) Cerradas en falla (CF): se cierra al perderse la energia de accionamiento.

En la mayoria de las valvulas de control, la energia de accionamiento es aire

comptimido (actuador nenmatico), pot lo tanto:
(1) Una vdlyula AF requiere aire para cerrarse —> se denomina aire para cerrar (AC).

2) Una vdlvula CF requiere aire para abrirse — se denomina aire para abrir (AA).

Dimensionamiento de la valvula de control

El dimensionamiento de la valvula de control es el procedimiento mediante
el cual se calcula el coeficiente de flujo de la vélvula (Cv), definido como "¢/
candal de agna, en galones estadounidenses por minuto (gpm), que atraviesa una vilvula

completamente abierta cuando la diferencia de presion entre su entrada y su salida es de 1

psi”.
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La ecuacion bésica para el dimensionamiento de wdlvulas de control en

aplicaciones con liguidos es comun a la mayotrfa de los fabricantes:

donde:
q = flujodeliquidoen gpm U.S.
AP = caida de presion,-F, — P, -en psien la seccion de la valvula
P, = presion de entrada a la valvula (corrientearriba) en psi
P, = presion de salida de la valvula (corriente abajo)en psi
G, = gravedadespecificadel liquidoa la temperatura en que fluye (paraagual a 60°F)

Las ecuaciones para el dimensionamiento de wdlvulas de control utilizadas con
gases y vapor de agua varfan entre fabricantes debido a la forma en que cada
uno modela la condicién de flujo critico en fluidos compresibles. E/ flujo
critico corvesponde a la condicion en la que el candal deja de ser proporcional a la raiz
cuadrada de la caida de presion a través de la vdlyula y pasa a depender sinicamente de la
presion de entrada. Este fenémeno ocurte cuando la velocidad del fluido
alcanza la velocidad del sonido en la vena contracta; bajo esta condicion, las
variaciones en la presion de salida dejan de influir en el caudal, el cual queda
determinado exclusivamente por la presion de entrada. En consecuencia, se

emplean las siguientes ecuaciones:

C - oJGT

" 836C, P -(y-0.148y°)
B w
28C,B[G, (y-0.148y")
_ W(1+0.0007Ty,)
" 1.83C, P - (y—0.148)%)

<« flujo - volumétrico - de - gas

« flujo-de- gas- por - peso

v

<« vapor - (de - agua)
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donde :
Q = tasa de flujo de gas, en scth bajo condicione s estandar (1.47 psia y 60 °F)
G = gravedad especifica del gas bajo condicione s estandar

para gases ideales es- — peso -molecular - del - gas

peso - molecular - del - aire
G, = gravedad especifica del gas a la temperatura del flujo > G, = G(?J

T = temperatura en °R

C, = factor de flujo critico, (0.6 a 0.95)

P, =presion de entrada a la valvula en psia
P, =presion de salida a la valvula en psia
AP=P - P,

W = tasa de flujo, en Ib / hr

Ty, = grados de sobrecalen tamiento, en °F

El término y se utiliza para expresar la condicion critica o subcritica del flujo y se

define por:

_1.63 [aP

¢, \ AR

El dimensionamiento de la vilyula, mediante el cdlenlo del coeficiente de flujo (Cv),
debe realizarse de forma que, con la valvula completamente abierta, sea
capaz de conducir un caudal mayor que el requerido en condiciones
normales de operacion. En consecuencia, es habitual considerar un factor de
sobredimensionamiento que permita atender incrementos futuros en la demanda; en la

mayoria de las aplicaciones, un factor de 2 constituye un criterio de disenio adecuado.

qdiseﬁo = 20 ' qrequerida

Consideraciones de caida de presién en la valvula

Como criterio de diseno, la caida de presion en la vilvula suele especificarse como el 25 %
de la caida dindmica total de presion del sistema de tuberias, o 10 psi, el valor gue
resulte mayor. No obstante, el valor éptimo depende de las condiciones de

operacion y de los criterios de disefio establecidos por la organizacion. La
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cafda de presion seleccionada tiene efecto en el desempefio de la valvula,

como se analizara en la siguiente seccién.

X Ejemplo 4.1. Dimensionar una valvula que serd usada con gas; flujo
nominal 25,000 lbm/ht; presién de entrada 250 psi; caida de presion de
disefio 100 psi. Gravedad especifica del gas 0.4, temperatura de flujo 150°F,

peso molecular 12. Usar una véalvula de acoplamiento (Ce=0.92).

Solucién. Sustituyendo los valores en las ecuaciones se tiene que:

1.63 [AP 1.63 [100
y=—2 222 T2
c, VR 092V250

VVd[seﬁu = 2Wrwmmal = So’ooolbl
hr
B w
" 28C,R.[G, -(y-0.148)")

C - 5000 3ae
2.8(0.92)(250)/0.4 - (1.12 - 0.148(1.12)*)

Controladores

El controlador es el elemento que toma las decisiones (D) en el sistema de

control, sus funciones principales son:

(1). Comparar la sefial de la variable controlada (proveniente del #ransmisor) con

el punto de control, generando la seiial de ervor.

(). Calcular y enviar la seial de correccion adecuada al elemento final de control
(vdlvula, actuador, etc.) para regular la variable controlada de manera que permanezea

dentro de los limites especificados.
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Figura 4.6 Controladores PID: (a) Temperatura/West Pro-EC44, (b) Multipropésito/West KS 98-2

Considérese ahora el circuito de control de nivel que se muestra en la figura
4.7. Si el nivel del liquido supera el punto de ajuste, el controlador debe abrir la
valvula para restablecer el nivel al punto de control. Dado que la valvula es de
aire para abrir (AA), el controlador debe incrementar su sefial de salida (ver
las flechas en la figura); por lo tanto, debe configurarse en acidn directa.
Algunos fabricantes denominan esta configuracion accidn de incremento, ya que
un aumento en la sefial de entrada produce un aumento en la sefial de salida
del controlador. Para determinar la acciéon adecuada, el ingeniero de control
debe conocer: (1) los requerimientos de control del proceso; (2) la acciéon de

la valvula de control u otro elemento final de control.

¢i(t), gpm

41 7
h(t)
| go(t), gpm

Figura 4.7 Circuito de control para nivel de liquido

f
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!
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AO
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Tipos de controladores por realimentacion

Control proporcional. El controlador proporcional es el tipo mas simple
de controlador, con excepcién del controlador de dos estados; la ecuaci6n

con que se describe su funcionamiento es la siguiente:

mt)=m+K_(r(t))—c(), m(t)=m +K e(t)

donde:
m(t) = salida del controlador en psig o mA
r(t) = punto de control psig o mA
c(t) = variable controlada (senal del transmisor), en psig 0 mA
e(t) = sefial de error, psig 0 mA; diferencia entre el punto de control y la variable controlada

K, = ganancia del controlador,p—s{ 0~ mA
psi mA

m = valor base psig o mA,

m es el valor de la salida del controlador cuando el error es cero

La sensibilidad de un controlador es la medida de qué tan intensamente
responde su sefial de salida ante una variacién de la variable controlada
respecto al valor de referencia. En un controlador proporcional esta
sensibilidad se expresa comunmente mediante la ganancia proporcional
(Kc); sin embargo, muchos fabricantes utilizan el concepto de Banda

Proporcional (PB), definida como:

pp=120
K

c

En la figura 4.8 se ilustra grificamente la definicion de la banda
proporcional (PB). Una PB del 100 % significa que la salida del
controlador recorre todo su rango cuando la variable controlada recorre
todo su rango de medicién. Una PB menor (por ejemplo, 50 %) implica
mayor ganancia y mayor sensibilidad, mientras que una PB mayor (200 %)

implica menor ganancia y menor sensibilidad.
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Punto de control

15 v

20
2% PB 50% PB
00% PB
12 16
Salida del
controlador 200% PB
9 12
psig mA
6 8
3 4
0 25 50 75 100

Porcentaje de la variable controlada

Salida del controlador

3 psig 9 psig 15 psig
4mA 12 mA 20 mA

PB = 100% 0% 50% 100%
PB = 50% 25% 50% 5%

PB = 25% 37.5% 50% 62.5%
PB = 200% = 50% =

Figura 4.8 Definicién de la banda proporcional BP.

La funcion de transferencia para este controlador es:

M(s) _
E(s) ¢
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En los procesos en los que se permite una desviacion dentro de una banda alrededor del
punto de control, los controladores proporcionales son suficientes para mantener la variable
de proceso dentro del rango especificado. Sin embargo, cuando el proceso requiere
mantener la variable exactamente en el punto de control, los controladores

propotcionales no proporcionan un control satisfactorio.

Control proporcional integral (PI). En procesos donde se requiere que la
variable controlada coincida exactamente con el punto de consigna, el
controlador proporcional resulta insuficiente debido al error en estado
estacionario que presenta. Para eliminar esta desviacién, se afiade una accién
integral al controlador, dando lugar al controlador proporcional-integral
(PI). La accion integral acumula el error a lo largo del tiempo y aplica una

correccion hasta que el error se anula.

m(t) =+ K [r(t) - c(t)]+ K. j e(t)dt

j [r()- (),

Donde 1 = tiempo de integracién o teajuste minutos/repeticién. Por lo
tanto, el controlador PI tiene dos parametros, K, y 11, que se deben ajustar
para obtener un control satisfactorio. A continuacién se muestran las
ecuaciones con que algunos fabricantes describen la operacién de sus

controladores:

Foxboro-Co.
m(t) = m+@ )+ 100
PB PB-1,

Fisher - Controls

j e(t)dt

m(t) = m+ (t)+100 Cr

j e(t)dt
Taylor - Co., Honeywell- Inc.
m(t)=m+Ke(t)+ K, -c, j e(t)dt
donde:c, = 1 <« repeticiones por minuto,

7
7, < tiempo de integracion en minutos
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La funcion de transferencia de este controlador esta dada por:

M(s) &1+ 1
E(s) ¢ 7,8

En general, los controladores proporcional-integral (Pl) tienen dos parametros de

ajuste: la ganancia o banda proporcional, y €l tienmpo de reajuste o rapidez, de reajuste.
La principal ventaja de este controlador es que la accién integral elimina la

desviacion permanente.

Controlador proporcional-integral-derivativo (PID). En algunas
aplicaciones, se incorpora una accién derivativa al controlador PI, dando
lugar al controlador proporcional-integral-derivativo (P1D). La accion derivativa,
también conocida como acidn de preactuacion o accion de anticipacion, actia
sobre la tasa de cambio del error (derivada). Hsto permite anticipar la
tendencia del error y corregirla antes de que se desvie excesivamente,
mejorando asi la estabilidad y velocidad de respuesta del sistema. La

ecuacion que describe este controlador es la siguiente::

m(t) = + K elt) + 2 [etdi+ K. -, de(t)
T, dt

Donde tp es el #empo de derivacidn en minutos. Por lo tanto, el controlador
5
PID tiene tres parametros, K, o PB, 11 o 1R v 1p, los cuales se deben ajustar
s 4Ny 5 Y )
para obtener un control satisfactorio. Ndtese gue tp es el zinico parametro asociado

a la accidn derivativa y se expresa siempre en minutos, independientemente del fabricante.

Los controladores PID se utilizan en procesos con coustantes de tienpo largas.

Ejemplos tipicos son los procesos de control de temperatura y control de concentracion.

La funcion de transferencia de un controlador PID “ideal” es:

M(s)_K 1+L Tp-8+1
E(s)_ ¢ 7,5 Nty -s+1
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Los valores tipicos de a estan entre 0.05 y 0.1. En general, los controladores
PID tienen tres parametros de ajuste: la ganancia o banda proporcional, el tiempo
de reajuste o rapidez de reajuste, y el tiempo de derivacidn. Este ultimo se expresa
siempre en minutos. Los controladores PID se recomiendan para procesos
con constantes de tiempo largas y bajo nivel de ruido. La principal ventaja de la
accion derivativa es que anticipa la respuesta del proceso a partir de la tasa

de cambio del error.

Controlador proporciona/ derivativo (PD). Este controlador se utiliza en
procesos en los que un controlador proporcional es suficiente, pero se
requiere incorporar la accidn derivativa para anticipar la respuesta del proceso. La
ecuacion que lo describe y su funcién de transferencia se presentan a

continuacién:

de(t) M(s)

7 ) K.(1+7,-5)

m()=m+K.e(t)+ K .7,

Una desventaja del controlador PD es que presenta una desviacion permanente
en la variable controlada. Esta desviacién sélo puede eliminarse mediante la
accion integral. No obstante, la accidn derivativa permite utilizar una mayor
ganancia proporcional, reduciendo asi la desviacion permanente respecto a la

obtenida con un controlador proporcional.

Controladores Iégicos programables

Un Controlador Loégico Programable es

Maasures

una computadora industrial diseriada para controlar

mdquinas y procesos. Un PLC interactia con el

Inputs
Micrologix
1000

entorno por medio de médulos de entradas y

Outputs

salidas, el programa de controlador reside en

Caontrol
su memoria, la informacién de sus entradas,

. ) Fi 4.9 Operacién del PLC.
es utilizada para actualizar los estados de sus lgura peracion de

salidas, es decir, un PLC implementa un control
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de lazo cerrado para operar maquinas y procesos. Bl proceso conjunto de un PLC
mostrado en la figura 4.9 es muy simple, ¢/ PLC wide o sensa seiiales provenientes
de mdquinas o procesos y mediante un programa interno procesa esta informacion,
generando  acciones de salida que permitan modificar el comportamiento del sistema
controlado. Los PLCs proporcionan muchos beneficios respecto a los
sistemas de control electromecanicos. Uno de los principales beneficios es la
facilidad para modificar la légica de control mediante cambios en el
programa, reduciendo el tiempo y costo asociados a modificaciones del

sistema.

Componentes del PLC

Un PLC esta conformado por dos componentes principales (figura 4.10): (1)
el sistema de Entradas Salidas (E/S); (2) la Unidad Central de Procesamiento
(CPU).

EL gistema de entradas/ salidas es la parte del e

PLC que interactua fisicamente con el

woecoecO

|
. P
mundo externo. La Uwidad Central de ! o

Procesamiento, es donde el PLC almacena

datos y realiza el proceso de computo. \ Ne /
Figura 4.10 Componentes del PLC.

El Sistema de entradas/salidas se
conforma de dos componentes, la interfaz de entrada y la interfaz de salida
(figura 4.11):

Intetfaz de entrada: La interfaz de entrada

es el conjunto de terminales mediante los

cuales se conectan dispositivos como | 0
) o —olo— > —» A
botones, sensores e interruptores de limite u ToPLC From PLC |

ot —> — |

al PLC. Su funcidén es recibir las sefiales L =
{a) )

provenientes de estos dispositivos y Figura 4.1 Interfaz 1/O de PLC.
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acondicionarlas para que puedan ser interpretadas por la CPU.

La interfaz de salida: La interfaz de salida es el conjunto de terminales
mediante los cuales se conectan dispositivos como arrancadores, solenoides
y valvulas al PLC. Su funcién es convertir las sefiales generadas por la CPU

en seflales adecuadas para controlar los dispositivos externos.

La Unidad Central de Procesamiento se conforma de los siguientes
componentes (figura 4.12): (1) sistema de memoria; (2) procesador; (3) fuente

de alimentacion.

El sistema de memoria almacena el programa de control del PLC, asi
como los datos recibidos y enviados mediante el sistema de
Entradas/Salidas. También conserva la informacién relacionada con la

configuracién de los dispositivos conectados a las interfaces de E/SS.

El procesador es el componente de la CPU encargado de ejecutar el
programa de control. Procesa los datos almacenados en memoria y

determina el estado de las salidas en funcién de

la informacién obtenida desde las entradas. Processar

La fuente de alimentacién proporciona la 1‘ t
energfa necesaria para el funcionamiento de la Momery | | over
CPU vy del sistema de Entradas/Salidas,

permitiendo el funcionamiento del PLC. Figura 412 CPU del PLC.
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Operacion del PLC

El PLC ejecuta de forma continua una secuencia de tres pasos conocida

como ciclo de escaneo (figura 4.13a), que consiste en lo siguiente:

(1) Lectura de entradas: el PLC lee el estado de los dispositivos de entrada

(sensores, interruptores, etc.) y almacena esta informacién en su memotia.

) Ejecuciéon del programa: el PLC ejecuta el programa de control
almacenado en su memoria, procesando las entradas y determinando el

estado de las salidas.

(3) Actualizacion de salidas: el PLC actualiza el estado de los dispositivos de

salida (valvulas, motores, etc.) segin los resultados obtenidos.

El escaneo puede ser dividido en dos partes, el escaneo de
entradas/salidas y el escaneo del programa (figura 4.13b). Durante el
escaneo E/S, el PLC lee las entradas y actualiza las salidas. Durante el

escaneo de programa, el PLC ejecuta el programa de control.

Service
Communications Overhead
Delay Delay
Write Read Write Read \f N
I/0 Scan Write Read
/ -\ ~  Program Scan s / \
Program Execution Program Execution Program Execution

(a) (b) (<)

Figura 4.13 Escaneo del PLC.
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El tiempo de escaneo es el intervalo requerido por el PLC para completar
un ciclo completo de operaciéon. Este tiempo incluye la lectura de entradas,
la ejecucion del programa y la actualizacién de salidas. En condiciones
normales, el tiempo de escaneo es del orden de milisegundos. No obstante,
cuando el PLC se encuentra en linea con un dispositivo de programacién o
monitoreo, pueden presentarse retardos adicionales (figura 4.13c), que son

los siguientes:

Retardo por servicio de comunicacion: tiempo requerido para transferir

informacion entre el PLC y el dispositivo externo.

Retardo por seguridad de transmision de datos: tiempo destinado a
tareas internas del PLC, como la administracién de memoria y la

actualizacion de temporizadores.

La norma IEC 1131

La norma IEC 1131 establece una estandatizacién para los lenguajes de
programacién utilizados en PLC, con el objetivo de proporcionar un
entorno integrado de programacién con multiples lenguajes. La norma

considera como lenguajes validos los siguientes:

) Instruction List, 11

@) Structured Text, ST

3) Function Block Diagram, FBD
(4) Sequential Function Chart, SEC
(5) Ladder Diagram, LD
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Instrumentos de
Control

En el presente capitulo se muestran los instrumentos basicos
usados en sistemas de control asi como las funciones de
transferencia que los representan. Se tienen los siguientes

objetivos:

Presentar los instrumentos basicos de control de medicién y

correccion.

Presentar la funcién de transferencia que representa el

instrumento de control.

Presentar los equipos basicos de medicion altamente

utilizados en centrales eléctricas.
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Instrumentos de control industrial

Un snstrumento es una herramienta o mecanismo para servicio cientifico y
profesional. Los instrumentos basicos de un sistema de control pueden
clasificarse en instrumentos de medicion y elementos de correccion. Los instrumentos
de mediciéon son aquellos que sensan, detectan o miden las variables
presentes en los procesos industriales. Los instrtumentos de correccion

son aquellos que ejecutan la accién correctiva dentro del sistema de control.

+V

e

Instrumentos de medicion

Potenciémetro X — —y

Un  potencidmetro con una pista de resistencia

uniforme produce una sefial de voltaje |
ov Error

proporcional al desplazamiento del contacto

deslizante desde un extremo de la pista de  Figura 5.1 Sensor de error de

. . ./ dos potenciémetros
resistencia del potenciémetro. P

Salida [Volts] = K * (Posicién de entrada)

Donde K es la sensibilidad del potencidmetro, expresada en wvolts por unidad de

desplazamiento (radianes, grados o milimetros, segin el caso).

Un detector de error de dos potencidmetros se puede construir con el arreglo
mostrado en la figura 5.1. Un potenciémetro convierte el desplazamiento de
entrada en un voltaje y el otro convierte el desplazamiento real en un voltaje.
Si x e y son los desplazamientos angulares de cada potenciémetro, la sefial

de error en voltios esta dada por

Ve =K *(x-y)
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Transformador diferencial de variacion lineal

Es un detector de posicion LVDT (Linear VVariable Differential ‘I'ransformer).
Proporciona una salida de voltaje alterno cuya amplitud estd relacionada con
la posicion de un nicleo ferroso. La figura 5.2 muestra el principio basico de
funcionamiento. Cuando al devanado primario se aplica una cortiente
alterna, se inducen voltajes de CA en cada uno de los devanados
secundarios de acuerdo con la ley de Faraday. Las salidas de los dos
devanados estan conectadas de tal manera que la salida combinada es la

diferencia entre ellas, como se muestra en la figura 5.3.

Secundario 1 . .
Voltaje de salida como la

diferencia entra los dos voltajes
B secundarios
o

Primario

Secundario 2

Nucleo /

ferroso

Voltaje de ca de
entrada al primario

¢EI movimiento desplaza el nucleo
de su posicion central

Figura 5.2 Transformador diferencial de variacién lineal

A fin de que no se produzca una misma salida para desplazamientos
diferentes, se usa un demodulador con filtro pasa-bajas sensible a la fase que
proporcione un valor tnico para cada desplazamiento. La funcién de

transferencia se obtiene aplicando las Leyes de Kirchhoff a los circuitos:

(M1 _Mz) .5

RP
G(s)=————"
T-s+1

Donde M; y M son las inductancias mutuas de 7
los devanados; M;-M: es la cantidad que varia en Voltaje é 1 Salida
forma  razonablemente  lineal con el deca g

/4

desplazamiento del nicleo Ry, la resistencia del

. . . . . Figura 5.3 Conexién de los
circuito primario, y 4 es el cociente de la
devanados
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inductancia del primario entre sus resistencia.

Se emplean principalmente en sistemas de control donde se desean
monitorear desplazamientos que estin en ele rango de £0.25 mm hasta

+250 mm.

Extensémetro (galga extensométrica) de resistencia eléctrica

Cuando se estira un alambre metilico 0 una tira de semiconductor su resistencia cambia.
El cambio fraccional en la resistencia es proporcional al cambio fraccional

en la longitud, es decir, a la deformacién unitaria (g).

Diafragma

1 2 3 4/

0l

Presion aplicada

Voltaje
de salida

Figura 5.4 Celda de presién de galga extensométrica

Donde G es una constante denominada factor de galga. Este factor indica la
sensibilidad del material: para metales suele ser =2, mientras que para
semiconductores puede alcanzar valores cercanos a 100, lo que los hace mas
sensibles pero también mas no lineales. Las galgas extensiométricas se basan en
este principio y se usan en puentes de Wheatstone, donde el voltaje de

desbalance es una medida del cambio de resistencia.

La figura 5.4 muestra como emplear el arreglo de puente de Wheatstone
para monitorear la deformaciéon de un diafragma sujeto a cambios de

presion.
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Tacdémetro

Los tacometros son sensores que producen una sefial eléctrica proporcional

a la velocidad de rotaciéon de un eje. Existen dos tipos principales de CD y

CA.

Tacometro de CD. Es, en esencia, un generador de cottiente continua con
un iman permanente que produce un campo magnético dentro del cual gira
un devanado (figura 5.5a). Cuando el devanado gira dentro del campo
magnético, se induce en él una fuerza electromotriz (fem) alterna; cuanto mayor
es la velocidad de giro, mayor es la magnitud de la fewr inducida. Un
conmutador, junto con las escobillas, rectifica la tensioén alterna inducida
para obtener una salida de corriente continua proporcional a la velocidad

angular.

Tacometro de CA. Consta de un rotor conductor y dos devanados
dispuestos en angulo recto (figura 5.5b). Al aplicar una corriente alterna a
uno de los devanados, el otro genera una tensién cuya magnitud es

propotcional a la velocidad de rotacién del rotor.

N Salida

Salida L—'_ D Devanado

T—l_ giratorio CA
Anillos @ aplicada

deslizantes| S

(a) (b)
Figura 5.5 (a) Tacémetro de CD. (b) Tacémetro de CA
El voltaje de salida de un tacémetro es proporcional a la razén de cambio en
la posicion angular 0 del eje del medidor, es decir:
deo
V.=K—=ko
dt

Donde K es una constante y o, la velocidad angular. De esta forma, la

funcién de transferencia esta dada por:
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G(s)= V(s) =ks
a(s)
Codificador LED Sensor

luminoso
El término codificador se usa para

un dispositivo que proporciona una

salida digital como resultado de un

desplazamiento angular o lineal. Un
p & Figura 5.6 Codificador incremental

codificador incremental detecta

cambios en la posicion (es decir, cuanto se ha movido desde un punto de

referencia), mientras que un codificador absoluto proporciona la posicion

real en todo momento, sin necesidad de un punto de referencia inicial.

La figura 5.6 muestra la forma bésica de un decodificador incremental que
podria usarse para medir el desplazamiento angular. En un disco se hace
incidir un haz luminoso proveniente de un diodo emisor de luz LED (Light
Emitting Diode), que es capaz de pasar a través de las ranuras para detectarlo
mediante un sensor luminoso, por ejemplo un fofodiodo o un fototransistor.
Cuando el disco gira, el haz de luz se transmite en forma intermitente

proporcionando una salida en forma de pulsos.

El nimero de pulsos es proporcional al angulo por el que gira el disco. La
resolucién es proporcional al nimero de ranuras del disco. Por ejemplo, con
60 ranuras alrededor del disco el movimiento de una ranura a otra es un giro
de 6°. Con el uso de ranuras por compensacion, es posible tener mas de

1000 ranuras para una sola revolucién.

El codificador absoluto difiere del incremental en que solo tiene un patrén
de ranuras que sélo define cada posicion angular mediante un patrén de

seflales encendido/apagado producidas.

Ejemplo. La figura 5.7 describe un decodificador absoluto con 3 conjuntos

de ranuras; los decodificadores por lo comun tienen hasta 10 o 12 pistas. El
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nimero de bits en la salida binaria

: . LED Sensores
resultante es igual al numero de
pistas, en este caso 3. De manera
que el nimero de posiciones que se

pueden detectar sera de 23=8, es I_I

decir, una resolucion de
360°/8=45°. Con 10 pistas se
tendrfan 10 bits, esto es 219=1,024 posiciones y una resolucién angular de

360°/1024=0.35°.

Figura 5.7 Codificador absoluto

Sincros

El sincro es un pequefio transformador sp Estator

giratorio de una sola fase que convierte el o
. : Rot
desplazamiento angular en voltaje de ca, o et RE&%
. : st
voltaje de ca en desplazamiento angular.

Estator Estator

La figura 5.8 muestra el principio basico >3

de un elemento sincro. Consta de 3  Figura5.8 Elemento sincro
devanados de estator espaciados 120°

alrededor de un estator cilindrico, y de un devanado de rotor concéntrico
interior que gira en forma libre entre estos devanados del estator. Una
corriente alterna de entrada al devanado del rotor induce salidas en cada
devanado secundario. Las salidas de cada uno de los 3 devanados del estator
dependeran de la posicidon angular del rotor, por lo tanto éstos son una

medida de la posicién angular.
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Con frecuencia los sincros se usan en pares (figura 5.9) como un medio para
medir la diferencia entre el desplazamiento angular de dos ejes y asi

proporcionar una sefial de error para un sistema de control.

Cuando los rotores del sincro transmisor y del sincro transformador estin
alineados en 4ngulo recto (90°), el voltaje en las terminales del rotor del
transformador es cero. Si los dngulos difieren, el voltaje de salida es
aproximadamente senoidal respecto a la diferencia angular. Para pequefias
desviaciones (< 15°), esta relacién puede considerarse lineal, lo que permite

usar el sincro como un detector de error proporcional.

——o0
Entrada Salida

deCA o

Transfortmador
de control

Transmisor

Figura 5.9 Detector de error con sincros

Detector de temperatura por resistencia

El detector de temperatura por resistencia, RTD, es un mecanismo muy
comun para sensar temperatura. la resistencia eléctrica de los metales o
semiconductores cambia con la temperatura. La resistencia de los metales varia en
forma lineal con la temperatura sobre un rango amplio de temperaturas,
aunque el cambio real en la resistencia por grado es ligeramente pequefio.

Por lo comun los RTD se hacen de platino, niquel o aleaciones de niquel.
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Los semiconductores, como los termistores, presentan cambios muy
grandes en su resistencia con la temperatura, pero su respuesta es
fuertemente no lineal, lo que limita su uso en aplicaciones de alta precision

sin compensacion.

Los RTD se pueden usar en una rama de un puente de Wheatstone y la
salida del puente se toma como medida de la temperatura (figura 5.10a), o se
puede usar una fuente de corriente constante que pase a través del RTD y el

voltaje se monitorea mediante este (figura 5.10b).

CcD Salida
P

Salida
RTD o RTD

(a) (b)

Figura 5.10 Detector de temperatura por resistencia. (a) Con puente; (b) Corriente constante

Sensores de razon de flujo de fluidos

Existen varias maneras de medir flujos, pero la mas comin se basa en la
caida de presién que produce el flujo en una restricciéon (disminucion del
area de la seccién transversal) ubicada en la trayectoria del fluido. Cuando
un fluido que llena un tubo de seccién transversal .4 corre a lo largo de este
con una velocidad promedio », entonces el gasto, flujo, descarga o razén de flujo
volumétrico, esta dado por: Q=Ap. Para fluidos incompresibles (densidad
constante) se cumple la siguiente relacién conocida como ecuacidn de

continuidad:

O=4y, =4,v,
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Siendo el fluido incompresible, y la corriente continua y estacionaria es

posible aplicar la ecuacidn de Bernoulls:
2 2
PPy b pg=p vy +hpg

Donde los subindices 1 y 2 denotan dos puntos a lo largo de la tubetia, p, g
y b, son la densidad, la aceleracion debida a la gravedad y la altura
respectivamente. Si consideramos una tuberfa horizontal hi = hy,

simplificando y ordenando términos resulta:

2
Vo, =V _Pi— P

2 p

Empleando la ecuacién de continuidad, se tiene que:

0= 4, 2p,—p

Puesto que las secciones transversales del instrumento (A, A»), la densidad
del liquido (p), son conocidas, la ecuacién permite conocer el flujo
volumétrico en términos de la presion diferencial (p2-p1). Sin embargo esta
relacion en no lineal, y para efectos practicos el segundo miembro de la
igualdad se ve afectado por una constante C conocida como coeficiente de

descarga, que compensa las perdidas de energia como resultado de la friccion.
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TubO Ventufi Presion de

entrada

. —J Presion en la
El tubo Venturi mostrado en la ‘\_j"‘i""_/
figura 5.11 se basa en el principio de S

( 13 ) Figura 5.11 Tubo Venturi de presién diferencial

presién diferencial de la ecuacién

Consta de un tubo con un punto de

restriccién central. La diferencia de presiéon entre el flujo antes de la
restriccién y en esta de puede medir con un celda de presion de diafragmas las
presiones se aplican en los lados del diafragma, de modo que la deflexién del
diafragma es una medida de la diferencia de presién. El instrumento es de
operacién sencilla, tiene una exactitud de £0.5% y una confiabilidad a largo

plazo.

Medidor de flujo de boquilla

Una forma econdémica de un tubo Ventuti es el wedidor de flujo de boguilla. 1.os
dos tipos de boquillas que se usan son la boquilla Venturi (figura 5.12a) y la
boquilla de flujo (figura 5.12b). Las boquillas son mas baratas que los tubos

Venturi, proporcionan diferencias de presiéon similares y tienen una

exactitud de £0.5%.

—l—  —H

(@) (b)

Figura 5.12 Medidor de flujo de boquilla. (a) Boquilla de Venturi; (b) Boquilla de flujo
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Tubo Dall

El tubo Dall (figura 5.13a) es otra version del tubo Venturi, con una longitud
de casi dos didmetros del tubo donde se monta. Una forma mas corta es el
orificio Dall cuya longitud es de 0.3 veces el diametro del tubo donde se

monta (figura 5.13b).

Presién en la restriccion

= =

Flujo

Presién de entrada
(b)

Figura 5.13 Medidor de flujo Dall. (a) Tubo de Dall; (b) Orificio Dall

Placa de orificio

La placa de orificio es un disco con un orificio (figura 5.14). El efecto de
introducirla es restringir el flujo a la apretura del orificio y el canal de flujo a
una regién adn mas angosta corriente abajo (después) del orificio. La
diferencia de presion se mide entre un punto de didmetro igual al tubo
corriente arriba (antes) del orificio y un punto de didmetro igual a la mitad
corriente abajo. La placa de orificio es sencilla y confiable, mas econémica

que el Venturi, pero menos exacta, alrededor de £1.5%.

Diferencia
de presion
‘ ‘ ‘ ‘ Remolinos
IR
Flujo B
Figura 514 Medidor de flujo ‘ Placa de ‘ ‘ Flujo
basado en una placa con orificio orificio restringido
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Instrumentos de correccion

Motores de CD

El motor de cotriente directa, consta de bobinas de alambre montadas en
ranuras sobre un cilindro de material ferromagnético. Este se conoce como
devanado de armadura y esta montado a su vez sobre rodamientos de modo

que gira con una libertad en un

Polos del devanado de

campo magnético que se produce campo
mediante una corriente que pasa a Escobilla E
través de las bobinas de alambre Armadura

(figura 5.15) conocidas como bobinas °

Devanado de armadura

de campo o devanados de campo.

Cuando una cortiente pasa a través Polos del devanado de

campo

del devanado de la armadura, sobre

, Figura 5.15 Elementos basicos de un motor de CD
el devanado actdan fuerzas que
hacen que este gire. Para invertir la corriente, cada medio giro se usan
escobillas y el conmutador a fin de mantenerlo girando. Con el motor
controlado por la armadura, la velocidad se modifica al cambiar la magnitud
de la corriente del devanado de armadura. Con frecuencia esto se hace
usando fuentes de alimentacién de voltaje fijas al devanado y se varfa el
tiempo para el cual la fuente esta encendida. De esta manera se controla el

valor promedio del voltaje y, por lo tanto, el de la corriente. Esto se conoce

como modulacién por ancho de pulso, PWM (Pulse Width Modulation).

Otra forma de motor de CD es el motor de Devanado en

la ranura

CD sin escobillas. Este usa un magneto

permanente par a pI‘ oveer Cl campo
Magneto
permanente

magnético, y gira dentro de un devanado ermar
giratorio

estacionario La figura 5.16 describe el

principio basico donde solo se muestra una Figura 5.16 Motor de CD sin escobillas
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bobina del devanado. El motor de CD sin escobillas, es en esencia un
motor de CD convencional "invertide": el campo magnético es generado por
imanes permanentes en el rotor, mientras que los devanados de la armadura
estan en el estator, eliminando la necesidad de escobillas y conmutador. La
velocidad de rotacion se puede controlar usando modulacién por ancho de
pulso. Se usan circuitos electronicos para invertir la corriente y proveer la

conmutacion.

Motor de CA

Los motores de corriente alterna constan de dos partes bdsicas: un
cilindro giratorio llamado rofor y una parte estacionaria denominada estator, el
cual circunda al rotor y tienen los devanados que producen un campo
magnético giratorio en el espacio que ocupa el rotor. Este campo magnético

giratorio hace que gire el rotor.

La figura 5.17 ilustra un motor de induccién monofasico de jaula de ardilla.
El rotor consta de barras de cobre o aluminio que se fijan en las ranuras de
dos anillos de los extremos para formar un conjunto de conductores
paralelos conectados, la llamada jaula de ardilla.

conductores del rotor

Vista lateral de la jaula de ardilla que forman la jaula de
ardilla

Poo 0 D)ﬁﬁ
\

‘ ‘ Anillos terminales que conectan los
extremos de los conductores para

formar los circuitos a través de los

Estator

Polo

Figura 5.17 Motor de induccion jaula de atrdilla

Cuando una corriente alterna pasa a través del devanado de estator, éste

produce un campo magnético alterno; se induce una fuerza electromotriz
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(fem) en los conductores del rotor y fluye corriente a través de ellos. En estos

conductores que transportan corriente actian fuerzas.

El rotor gira a una velocidad que determina la frecuencia de la corriente
alterna aplicada al estator. Una forma de variar la velocidad de rotacién es
usar un circuito electrénico para controlar la frecuencia de la corriente

alimentada al estator.

Motor de pasos

El motor paso a paso produce una rotaciéon angular igual al angulo de paso
de cada pulso digital aplicado a su entrada que puede usar para
posicionamiento angular exacto. Por ejemplo. Un motor de pasos puede dar
una rotacién de 1.8° por cada pulso de entrada, por lo tanto una entrada de

200 pulsos datia una rotacién de 360°.

La figura 5.18 muestra le principio basico del motor paso a paso de
reluctancia variable. Su rotor estd hecho de acero suave y tiene varios
dientes; el nimero de dientes es menor al nimero de polos sobre el estator.
El estator tiene pares de polos y cada par se energiza mediante la corriente

que pasa a través de los devanados que los envuelven.

Cuando un par de polos se activa, se produce un campo magnético que
atrae el par de dientes mas
cercano del rotor, de
manera que los polos y
dientes se alinean. Asf
mediante la conmutacién Figura 5.18 Motor de pasos

de la corriente al siguiente de reluctancia variable de 4
dientes y 6 polos

par de polos, se puede

lograr que gire el rotor.

De esta manera el rotor puede girar en pasos mediante la conmutacion

secuencial de la corriente de un par de polos al siguiente.
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La entrada de una secuencia de pulsos debe proporcionar las salidas a cada
par del devanado del estator en la secuencia correcta. El sistema de manejo

se puede obtener como un circuito integrado.

La figura 5.19 ilustra el circuito integrado SAA1027y sus conexiones que
se usa con motores de pasos que tienen cuatro pares de polos en el estator.
La entrada para accionar un solo paso de giro del motor de pasos es una

transicién de voltaje de bajo a alto para la entrada en la terminal 15.

Las salidas del circuito integrado son corrientes en secuencia a lo largo de las
conexiones café, negra, verde y amarilla a los devanados del estator. El
motor se moverd en el sentido de las manecillas del reloj cuando en la
terminal 3 se tiene un voltaje menor a 4.5V, y en el sentido contrario de las
manecillas del reloj, cuando es mayor a 7.5V. Cuando la terminal 2 esta en

bajo, la salida se restaura a su posicién normal.

+H2V

-+

Disparo | | 45 14 4 13 ¢ |cafe YTV g
Giro 3 8 (negro /\N\J
S0, 3 sAA1027 Py
Fuar% 2 5 12 11 [ amarillo M
Figura 5.19 Circuito
. N Motor de pasos
integrado SAA1027 para el L L con sus 4
— — devanados de
motor de pasos estator
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Relevador

En algunos sistemas de control se necesita que

contactos del contactos del
la salida del controlador conmute de encendido interruptor |:It(e:rru;;‘t:r
a apagado una corriente mucho mas grande que PP 9]
la que requiere el elemento de correccion final,
por cjemplo la corriente que requiere un \—
calefactor eléctrico en un sistema de control de I

I
temperatura. I

Figura 5.20 Relevador

Esto se puede lograr mediante un relevador. Los
relevadores son interruptores que operan en forma eléctrica y en los que al
cambiar una corriente en un circuito eléctrico conmutan una cotrtiente en

otro circuito.

En el relevador mostrado en la figura 5.20, cuando hay una corriente a través
del solenoide, se produce un campo magnético que atrae a la armadura de
hierro, mueve el rodillo de empuje y, de esta manera, cierra los contactos del
interruptor normalmente abierto, NO (Nomzally Open) y abre los contactos

del interruptor normalmente cerrado, NC (Normally Closed).
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Vilvula solenoide simple

Un solenoide es un nucleo de hierro suave, parcialmente en una bobina.
Cuando la corriente pasa a través de la bobina se establece un campo
magnético que atrae al nicleo de hierro un poco mas hacia el interior de la

bobina.

La figura 5.21 muestra los elementos basicos de una valvula solenoide
simple neumatica. Cuando se aplica corriente al solenoide, la lanzadera se
desplaza, redirigiendo el flujo de aire a través de los puertos de la valvula. En
reposo (sin corriente), el aire de suministro fluye hacia el puerto de salida. Al
activarse el solenoide, el suministro se interrumpe y el puerto de salida se

conecta al escape, invirtiendo el estado de la salida neumatica.

Cuando ya no se aplica corriente al solenoide, el resorte regresa la valvula a
su posicion original. De esta manera, en la valvula que se muestra, la

corriente al solenoide conmuta la presién de aire al puerto de salida de

encendido/apagado.
Nucleo de Lanzadera
hierro suave VI o
T\ \J 7 | T |
—— A — "7 Resorte

|7 N W o j de retorno

Solenoide ¢ +
Puerto Puerto Suministro
de de de presiéon

escape salida

Figura 5.21 Vilvula solenoide simple hidraulica
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Instrumentos de medicion utilizados en
procesos industriales

Estos instrumentos permiten supetvisar, registrar y controlar condiciones
de operacion en equipos, maquinas y sistemas industriales. La desctipcién de
cada instrumento considera su funcién principal, aplicaciones comunes y
consideraciones de ingenieria relacionadas con su seleccién e integracion en

sistemas de medicién y control.

Los instrumentos considerados se agrupan con base en la variable fisica o
eléctrica medida:

(1) Instrumentos que miden cantidades mecanicas o termodinamicas.
Incluyen dispositivos empleados para medir variables como temperatura,

presion, flujo, nivel, velocidad y composiciéon de fluidos o gases.

(2) Instrumentos que miden cantidades eléctricas. Incluyen dispositivos
empleados para medir variables eléctricas como corriente, tension, potencia

y condiciones de operacion de sistemas eléctricos.

Instrumentos que miden cantidades mecanicas o
termodinamicas

Medicién de temperaturas

1. Termometros de mercurio con tubo de vidrio. Miden temperatura
mediante la expansion térmica del mercurio, con indicacion local. Se utilizan
en tuberfas, depositos y equipos industriales para verificar condiciones
térmicas de operaciéon. Consideracion: Son adecuados para mediciones

locales donde no se requiere transmision remota de la sefial.

2. Termometros de bulbo lleno de gas. Miden temperatura mediante la
expansion de un gas encerrado en un bulbo, transmitiendo mecanicamente

la sefial al indicador. Se utilizan en procesos industriales donde se requiere
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lectura remota de temperatura en gases o liquidos. Consideraciéon: Su
seleccion depende del rango de temperatura y la distancia entre el punto de

medicion y el indicador.

3. Termoémetros de vapor. Miden temperatura mediante la expansion de
un fluido contenido en un bulbo conectado a un tubo capilar. Se utilizan en
aplicaciones industriales de temperatura moderada. Consideracion: Deben

seleccionarse considerando el rango térmico y las condiciones del proceso.

4. Termoémetro de resistencia eléctrica. Miden temperatura mediante la
variaciéon de la resistencia eléctrica de un sensor (RTD) al cambiar la
temperatura. Se utilizan en sistemas industriales donde se requiere precisién
y comunicacién con sistemas de control. Consideracién: Son

recomendables cuando se requiere integracién con PLC, registradores o
sistemas SCADA.

5. Termopares o pirometros. Miden temperaturas elevadas mediante el
efecto termoeléctrico (voltaje generado por diferencia de temperatura entre
dos metales). Se utilizan en hornos, calderas, turbinas y sistemas de
combustién. Consideraciéon: Su seleccién depende del rango de

temperatura, materiales del proceso y condiciones ambientales.

Medicién de presion

6. Man6émetro de tubo Bourdon. Miden presién mediante la deformacién
de un tubo curvado (tubo Bourdon) que se endereza al aplicar presién. Se
utilizan en sistemas hidrdulicos, neumaticos, lineas de vapor y recipientes
presurizados, como cilindros de oxigeno, acetileno, argén, nitrégeno y otros
gases industriales. Consideracion: Deben seleccionarse considerando el

rango de presion, precision requerida y compatibilidad con el fluido medido.

7. Manémetros de tubo helicoidal o diafragma. Miden presiones bajas o

moderadas mediante elementos sensibles como tubos helicoidales o
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diafragmas. Consideracion: Se utilizan donde se requiere mayor

sensibilidad que la ofrecida por el tubo Bourdon.

8. Vacuometros y manoémetros combinados. Miden presiones por debajo
y por encima de la atmosférica (vacio y presién positiva). Se utilizan en
condensadores, bombas y sistemas de vacio. Consideracion: Su seleccién

depende del rango de presion negativa o positiva requerido.

9. Manoémetros de tiro. Miden pequenas diferencias de presiéon (tiro) en
sistemas de combustiéon y ventilacion. Se utilizan para supervisar hornos,
calderas y extractores. Consideracion: Permiten verificar condiciones

adecuadas de operacién y eficiencia del sistema.

Medicién de flujo o gasto

10. Medidores de vapor. Miden el flujo mésico o volumétrico de vapor en
procesos industriales. Se utilizan en sistemas de generacién, distribucion de
vapor y equipos térmicos. Consideracion: Deben seleccionarse

considerando presién, temperatura y rango de flujo esperado.

11. Medidores de agua. Miden el caudal volumétrico de agua en tuberias y
sistemas hidraulicos. Se utilizan en circuitos de alimentacién, enfriamiento y
procesos industriales. Consideracion: Su seleccion depende del tipo de

fluido, precision requerida y condiciones de instalacion.

12. Medidores de aire. Miden el flujo volumétrico de aire en sistemas de
ventilacién, combustion y procesos neumaticos. Consideracion: En
muchas aplicaciones utilizan medicién diferencial de presiéon para

determinar el flujo.

Registradores de nivel

13. Indicadores y registradores de nivel. Miden o registran el nivel de

liquidos (agua, aceite, quimicos) o sélidos (polvo de carbén, graneles) en
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tanques, calderas y silos. Consideracion: Su seleccion depende del tipo de

material, rango de medicién y condiciones del recipiente.

Medicién de Velocidad

14. Tacometros.

Miden la velocidad angular (de rotacién) instantinea de maquinas y equipos
mecanicos, generalmente expresada en revoluciones por minuto (rpm). Se
utilizan en motores, turbinas, generadores, bombas y otros sistemas

rotativos industriales para supervisar condiciones de operacion.

Existen diferentes tipos de tacometros: tacometro de lengiieta vibratoria,
tacometro eléctrico, tacometro de tipo reloj, tacometro centrifugo y

estroboscopio.

Consideracion: Su seleccion depende del rango de velocidad, precision
requerida, condiciones de operacién y método de transmision de la sefial

hacia sistemas de supervisiéon o control

15. Contadores de revoluciones. Registran el nimero total de vueltas
realizadas por un eje o mecanismo durante un periodo determinado. Se
utilizan en equipos rotativos para seguimiento de ciclos de operacién,
mantenimiento y evaluacién de desgaste. Consideracion: Son utiles cuando
se requiere conocer la cantidad acumulada de ciclos o revoluciones,

independientemente de la velocidad instantanea del equipo.

Medicién de combustible

16. Basculas y medidores de carbon. Miden la cantidad de carbon
utilizada en procesos industriales mediante sistemas de pesaje o medicién de
volumen. Se utilizan en bandas transportadoras, alimentadores de carbon,

tolvas, silos y sistemas de alimentaciéon de calderas u hornos industriales.
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Consideracion: Deben seleccionarse segin el método de alimentacion,

capacidad requerida y precision de medicion.

17. Contadores de gas. Miden el consumo o flujo volumétrico de gases en
procesos industriales. Pueden ser de desplazamiento positivo o de carga
diferencial. Se aplican en sistemas de combustion, distribucion y generacién
de energfa. Consideracion: Deben seleccionarse considerando presion,

composicion del gas y rango de operacion.

18. Medidores de aceite. Miden el consumo de combustibles liquidos
(aceite) mediante desplazamiento positivo. Se utilizan en motores,
quemadores y procesos térmicos. Consideracion: Su seleccién depende de

viscosidad del fluido y condiciones de operacion.

Anilisis de gases

19. Analizadores de Gases. Miden la composicién de gases mediante
diferentes métodos de analisis. Se utilizan en procesos de combustion,
control ambiental y supervision de eficiencia industrial. Consideracion:
Deben seleccionarse segun el gas a medir, precision requerida y condiciones

del proceso.

20. Analizadores de humo y gases de combustion. Miden la
concentracion de particulas y componentes presentes en los gases de escape,
como diéxido de carbono (CO:) y oxigeno (O2). Se utilizan para evaluar la
eficiencia de combustién, controlar emisiones y supervisar condiciones de
operacion en equipos térmicos. Consideracion: Los instrumentos
modernos emplean sensores electronicos, como celdas fotoeléctricas, y
deben seleccionarse considerando el rango de mediciéon y las caracteristicas

del gas analizado.

21. Analizadores de COz o Oa. Determinan la concentracién de oxigeno y

di6xido de carbono en gases de proceso. Se utilizan principalmente en

FSD-FMTC ¢ Fundamentos de Sistemas Dinamicos: Fisica, Matematicas y Teorfa de Control




V221 CapituloD. Instrumentos de control

sistemas de combustién, calderas, control de emisiones y supervision de
eficiencia energética. Consideraciéon: Pueden utilizar diferentes métodos de
medicién, como principios quimicos, eléctricos o mecanicos, y deben
seleccionarse segun el gas analizado, precision requerida y condiciones del

proceso.

Calorimetros

22. Calorimetros para vapor y combustible. Miden propiedades
relacionadas con la calidad energética del vapor o combustible. Se utilizan
principalmente en pruebas de rendimiento y evaluacion de eficiencia.
Consideracion: Generalmente se emplean en analisis especificos y no como

instrumentos de supervision continua.

Medicién atmosférica

23. Barémetros, higrometros y termometros ambientales. Miden
condiciones ambientales: presiéon atmosférica (barémetros), humedad
(higrébmetros) y temperatura ambiente (termémetros). Se utilizan para
monitoreo ambiental y correccién de condiciones de proceso.
Consideraciéon: Su aplicaciéon depende de la precision requerida y

condiciones del entorno.

Alarmas industriales

24. Alarmas sonoras y anunciadores, Generan sefales de advertencia
(auditivas o visuales) al detectar condiciones anormales: temperaturas
elevadas, niveles criticos, fallas eléctricas, etc. Consideracion: Deben

integrarse con  sistemas de proteccion y supervision del proceso.
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INSTRUMENTOS DE MEDICION MECANICA Y TERMODINAMICA

1, TERMOMETRO DE MERCURIO

Indicacion Local

2. TERMOMETRO DE BULBO LLENO

|

Transmision Mecénica

3. TERMOMETRO RTD (PT100)

Sefial Eléctrica

4. TERMOPAR

Q.

5. MANOMETRO DE TUBO BOURDON

6. MANOMETRO DE DIAFRAGMA

Mayor Sensibilidad

Efecto Termoeléctrico MANOMETRO (Presién Baja)
7. VACUOMETRO 8. MEDIDOR DE VAPOR / AGUA | 9. MEDIDOR DE AIRE
o (ANEMOMETRO DE COPA)
¥ %i\® ]
— o ¢ * s

Presion Negativa

Flujo Volumétrico

Velocidad del Aire

10. INDICADOR DE NIVEL

Nivel de Liquidos/Sélidos

11. TACOMETRO
(ESTROBOSCOPIO)

12. CONTADOR DE REVOLUCIONES

Velocidad Angular (RPM)
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Instrumentos que miden cantidades eléctricas

Medicién de tension

1. Voltimetros. Miden la diferencia de potencial eléctrico en circuitos y
equipos eléctricos. Se utilizan para verificar niveles de tension, regulacién de
voltaje y condiciones de operacién. Consideracion: Su rango de medicion y

aislamiento deben ser adecuados para la tension del sistema.

Medicién de corriente

2. Amperimetros. Miden la corriente eléctrica en circuitos de alimentacion,
generadores, motores y sistemas auxiliares. Se utilizan para supervisar carga
eléctrica y detectar condiciones anormales de operaciéon. Consideracion:
Deben seleccionarse de acuerdo con el rango de corriente y el sistema de

medicidon utilizado.

Medici6on de potencia

3. Vatimetros. Miden la potencia activa eléctrica consumida o generada por
un sistema. Se utilizan en circuitos de alimentacion, generadores, motores y
equipos industriales para supervisar el consumo energético. Consideracion:
Deben seleccionarse considerando el nivel de potencia, tipo de alimentacién

y compatibilidad con sistemas de monitoreo.

Medicién del factor de potencia

4. Indicadores de factor de potencia. Miden el factor de potencia de
sistemas eléctricos. Se utilizan en generadores, tableros y procesos
industriales para evaluar la eficiencia del consumo eléctrico. Consideracion:

Permiten identificar la necesidad de compensacion de potencia reactiva.
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Sincronizacion de sistemas eléctricos

5. Sincronoscopios. Indican las condiciones de sincronizacion (frecuencia,
angnlo de fase y voltaje) entre fuentes eléctricas antes de conectarlas en paralelo.
Se utilizan principalmente en generadores y sistemas de distribucién
eléctrica. Consideraciéon: Son necesarios para garantizar una conexion

segura entre fuentes de energfa.

Proteccion v diagndstico eléctrico

6. Detectores de tierra. Identifican fallas de aislamiento o conexiones no
deseadas a tierra en sistemas eléctricos. Se utilizan en instalaciones
industriales para proteccién y diagnéstico. Consideracion: Su aplicacion

depende del esquema de puesta a tierra y proteccion eléctrica utilizado.

INSTRUMENTOS DE MEDICION ELECTRICA

1. VOLTIMETRO AC 2. AMPERIMETRO AC 3. VATIMETRO

2026 07
ot

6.DETECTOR DE FALLA A TIERRA

2006 kO @

20260
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Proposito

Estos anexos estan disefiados para que todo lector, desde el nivel preuniversitario hasta el nivel
avanzado, pueda consultar ripidamente la notacion, definiciones, férmulas y leyes utilizadas
alo largo de la obra. No sustituyen el desarrollo conceptual de los capitulos, pero permiten
seguir el hilo del libro sin recurrir a materiales externos.
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B Axiomas y principios matematicos (ntimeros reales)
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nentes, radicales, ecuaciones, logaritmos, limites, algebra booleana

D Geometria plana, del espacio y analitica: férmulas de perimetros, 4reas,
volimenes, teoremas y geometria analitica

E Trigonometria: razones, identidades, leyes de senos y cosenos

F Vectores: operaciones, propiedades y aplicaciones

G Numeros complejos: formas, operaciones, Euler, De Moivre

H Matrices y sistemas de ecuaciones lineales: operaciones, determinantes, in-
versa, rango, métodos de soluciéon (Gauss, Cramer, inversa), teorema de
Rouché-Frobenius

I Leyes fisicas fundamentales: mecinica, oscilaciones, electricidad, fluidos, ter-
modinimica

] Fundamentos de calculo: derivada, integral, teorema fundamental, ecuacio-
nes diferenciales, transformada de Laplace
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Anexo A

NOTACION MATEMATICA, LOGICA Y RELACIONAL

A..  Alfabeto griego

Simbolo Nombre Simbolo Nombre
LA« alfa 1u. Nv nu
. BS beta 5.2 & xi
3. Ly gamma 6.0o0 6micron
VAN delta o I pi
s.Ee épsilon 8.Pp rho
6.7¢ zeta 19. 5 0 sigma
7 Hn eta 0. 1T tau
5.0060 theta a T v ipsilon
0. 10 iota 2.9 @ fi
0. Kk kappa 3. XX ji
w A lambda 24. U 1) psi
e Mp mu 5. Qw omega
.= & xi
A.2. Simbolos logicos fundamentales
Simbolo | Nombre Significado Ejemplo
A Conjuncion “y” — verdadero si ambas propo- | p A ¢
siciones lo son
\Y, Disyuncién “0” — verdadero si al menos una | pVq
loes
- Negacién “no” — invierte el valor de verdad | —p
== Implicacién “si ... entonces ...” p = q
— Doble implicacién “siy solo si” — equivalencialogica | p <= ¢
v Cuantificador universal “para todo” Vr eR
| Cuantificador existencial | “existe al menos uno” dr e N
3! Existencia inica “existe exactamente uno” dlx
: Por lo tanto conclusion
Porque justificacion
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A.z.

Conjuntos y operaciones entre conjuntos

Simbolo | Nombre Significado
{} Conjunto Coleccién de elementos
S Pertenencia “pertenece a”
¢ No pertenencia “no pertenece a”
C Subconjunto pro- | A C B: todos los elementos de A estin en B, pero
pio A#B
- Subconjunto A C B: Aesta contenido en B o es igual
D Superconjunto A D B: A contiene a B pero no son iguales
propio
D) Superconjunto A D B: Acontienea B o es igual
U Unibén AU B: elementos que estan en A, en B, o en ambos
N Interseccion A N B: elementos que estin simultineamente en A y
en B
\ Diferencia A\ B:elementos que estin en A peronoen B
0 Conjunto vacio Conjunto sin elementos
N Ntmeros natura- | {1,2,3,...}0{0,1,2,...}
les
Z Ntmeros enteros | {...,—2,—1,0,1,2,...}
Q Ntmeros raciona- | Cocientes de enteros: p/q con g # 0
les
R Niimeros reales Todos los niimeros en la recta numérica
C Nameros comple- | a + jbcona,b € R
jos
|A| Cardinalidad Numero de elementos del conjunto A
X Producto carte- | A x B={(a,b) |a€ A,be€ B}
siano
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A.4. Relaciones de orden y comparacion

Simbolo | Significado

= Igual a

+ Diferente de

< Menor que

< Menor o igual que

> Mayor que

> Mayor o igual que

& Aproximadamente igual

x Directamente proporcional a
= Idéntico o equivalente por definicién
= Congruente (en geometria)
~ Semejante (en geometria)

L Perpendicular

| Paralelo

A.s. Operadores matematicos comunes

Simbolo

Nombre

Significado

+’ e ><3+

Operaciones aritméticas

Suma, resta, multiplicacién, divisién

Raiz cuadrada

/2 es el ntimero no negativo que al cuadrado
dazx

Raiz n-ésima

{/x es el nimero que elevadoan da

Valor absoluto

Distancia de « al origen: |z| =

T siz >0
—x sizx <0

Derivada parcial

> Sumatoria S ai=ai+ax+-+ay,
11 Productoria M ai=a-as--ay,

! Factorial nl=n-(n—1)----- 2.1

A Incremento Variacién finita: Az = 29 — 21
0

Derivada con respecto a una variable mante-
niendo fijas las demas

Diferencial

Cantidad infinitesimal

Integral

Operacién inversa a la derivada; area bajo la
curva

Integral cerrada

Integral sobre un camino cerrado

R =

Infinito

Cantidad sin limite finito
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A.6. Notacion de funciones y mapeos

Simbolo Significado

f:+A— B | fesunafuncidn que va del conjunto A al conjunto B
x> f(z) | Elelemento x se mapea al valor f(z)

Ft Funcién inversa de f

fog Composicion: (f o g)(x) = f(g(x))

flx) Valor de la funcién f evaluadaen z

dom(f) Dominio de f: valores donde esta definida

ran(f) Rango o imagen de f: valores que toma

A.7. Notacion para variables dependientes del tiempo y

sefales
Simbolo Significado
x(t) Variable que depende del tiempo ¢
T Primera derivada respecto al tiempo (notacién de Newton)
x Segunda derivada respecto al tiempo
P Derivada de orden n respecto al tiempo
o Condicién inicial (valor en ¢ = 0)
Te Estado de equilibrio (valor constante en reposo)
L{f()} Transformada de Laplace de f(¢)
L7 F(s)} | Transformada inversa de Laplace
S Variable compleja de Laplace: s = 0 + jw
J Unidad imaginaria (5% = —1)
w Frecuencia angular (rad/s)
f Frecuencia (Hz), f = w/(27)
F{f@t)} Transformada de Fourier de f(¢)
u(t) Sefial de entrada o escalén unitario de Heaviside
y(t) Sefial de salida
r(t) Sefial de referencia (consigna)
e(t) Sefial de error: e(t) = r(t) — y(t)
U(s) Transformada de Laplace de la entrada u(t)
Y (s) Transformada de Laplace de la salida y/(¢)
y . Y(s)
G(s) Funci6n de transferencia: G(s) = 0s)
H(s) Funcién de transferencia del sensor o de retroalimentacion
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Anexo B

PRINCIPIOS Y AXIOMAS MATEMATICOS FUNDAMENTALES

B.1. Propiedades de la igualdad

» Reflexiva: a = a (todo ntimero es igual a si mismo).

= Simétrica: sia = b, entonces b = a.

» Transitiva:sia = by b = ¢, entonces a = c.

» Sustitucidn: si ¢ = b, entonces cualquier expresion que contenga a puede reemplazar a a

por by viceversa.

B.2. Propiedades de los nameros reales

Propiedad Expresion
Conmutatividad de la suma at+b=b+a
Conmutatividad del producto | a-b=10-a

Asociatividad de la suma

(a+b)+c=a+(b+¢)

Asociatividad del producto

(a-b)-c=a-(b-c)

Distributividad

a-(b+c)=a-b+a-c

Elemento neutro de la suma a+0=a
Elemento neutro del producto | a-1=a
Inverso aditivo a+(—a)=0

Inverso multiplicativo

a-a ' =1(sia #0)

B.3. Propiedades de orden

seinvierte:a-¢c > b - c.

Ley de tricotomia: para dos ntimeros reales a y b, exactamente una de las siguientes es
verdadera:a < b,a = b,a > b.

Transitividad: sia < by b < ¢, entoncesa < c.
Monotonia de la suma: si a < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para cualquier c.

Monotonia del producto:sia < byc > 0,entoncesa-c < b-c.Sic < 0,la desigualdad
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Anexo C

ALGEBRA

C.1. Operaciones elementales

Reglas de los signos

Suma y resta: signos iguales se suman, signos diferentes se restan y se coloca el signo del
mayor.

Multiplicacion: (+) - (+) = +, (+) -
+) (+) (-)

Division: (— =4, — = —,

= 4.
(+) (—) (=)

Potencia par: (—a)" = a™ sin es par.

Potencia impar: (—a)™ = —a" sin es impar.

Jerarquia de las operaciones (orden de ejecucion)

1. Paréntesis: se resuelven primero los paréntesis, corchetes y llaves (de adentro hacia afuera).

2. Potencias y raices: se resuelven antes que multiplicaciones y divisiones.

3. Multiplicaciones y divisiones: se resuelven de izquierda a derecha.

4. Sumas y restas: se resuelven de izquierda a derecha.

Recordatorio: “Paréntesis, Potencias, Multiplicacion/Division, Suma/Resta” (PPMD/SR).

Operaciones con fracciones

b +0b
Suma y resta (mismo denominador): a2 .
c ¢ c
a  c ad + be
S distinto d inador): — + — = .
uma y resta (distinto denominador) b T bd
a ¢ a-c
Multiplicacion: — - — = —
ultiplicacién 1= b d
Division: £ - S 2.8 _¢ad
v1son.b.d et
e GC A
Simplificacion: b "% (sic # 0).

Anexo * 8



Anexos * Ecuaciones y Leyes Matemdticas y Fisicas

C.2.

Productos notables

Expresion Resultado
(a+ b)? a® + 2ab + b?
(a—b)? a? — 2ab + b?
(a+b)? a® + 3a?b + 3ab® + b?
(a —b)? a3 — 3a®b + 3ab? — b3
(a+b+c)? a® + b% + ¢ + 2ab + 2ac + 2bc
(a+b)(a—0) a? —b?
(a+0b)(a® —ab+b?) | a®+ b3
(a—0b)(a®+ab+b?) | a® - b°
C.3. Factorizacion
Expresion Factorizacion
ar + ay x+y)
a? —y? (z —y)(z+y)
a? — P (z —y)(a® + 2y +y°)
? +yP (z +y)(2* —zy +y°)
22+ (a+b)x+ab | (x+a)(x+b)
ax? +br+c (px + q)(re + s),conpr = a,ps+qr =b,qgs =c

C.4. Leyes de exponentes

Cociente de potencias

Ley Expresion
Producto de potencias am-a" =amt"
am

— =a" " (sia #0)

n

Potencia de una potencia

(am)n — am~n

Potencia de un producto | (ab)™ = a™ - b”

a\™ a”
Potencia de un cociente g) = (sib #0)
Exponente cero a’ =1(sia # 0)
Exponente negativo a "= —(sia #0)
Exponente fraccionario a™m = {/a™
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C.s. Leyes de radicales

Ley Expresion

Raiz de un producto | Vab = {/a- Vb

a w(sib#())

Raiz de un cociente r— =
Raiz de una raiz Y Wa= "/a

b
Potencia de unaraiz | ({/a)™ = {/a™

Simplificacion var =asia >0

C.6. Ecuacion lineal

axr+b=0 (a#0) = x:—g

C.7. Ecuacion cuadratica

ar’ +br+c=0 (a#0)

—b+Vb?2 — dac
r=-———>
2a
Discriminante: A = b2 — 4dac

= Si A > 0: dos raices reales distintas.
= Si A = 0: una raiz real doble.

= Si A < 0: dos raices complejas conjugadas.

Relaciones entre raices:

c
T+ X2 =——, Ty T2 = —
a a

C.8. Sistema de dos ecuaciones lineales

amr+biy=c
a2 + bay = c2
Regla de Cramer (si A = a1b2 — agby # 0):

c1by — caby a1cy — ascy

A YTTTRA
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C.9. Logaritmos

Propiedad Expresion
Definicién logy(a) =c¢c < b°=a
Producto logy (zy) = logy, « + log, y
Cociente log, ) = log, x — log, y
Y
Potencia log, (z™) = nlog, x
I
Cambio de base log, a = 8.2
log.b
Logaritmo natural Inz = log, = (e ~ 2,71828)
Logaritmo decimal logx =logy
Identidad fundamental | '8¢ = ¢
Logaritmo de 1 log, 1 =0
Logaritmo de la base log, b =1

C.10. Introduccion a limites

Concepto de limite

Ellimite de una funcién f(z) cuando  tiende a un valor a es el valor al que se aproxima f(z)
a medida que x se acerca a a.

lim f(z) =1L

Tr—a

Propiedades basicas de los limites

= Limite de una constante: lim ¢ = c.
r—a

= Limite de z: lim 2 = a.
r—a

- Suma: lim f(x) + g(x)] = lfm f(x) + lim g(z).

Tr—a

» Resta: lim [f(z) — g(x)] = lim f(x) — lim g(x).

T—a r—a r—a

= Producto: lim [f(z) - g(z)] = lim f(z) - lim g(z).

T—a r—a T—a

1, T a .
= Cociente: lim f(@) = 1}m ~a f(2) (silimg 4 g(2) # 0).
M @)~ T 9(2)

- Potencia: lim f(x)]" = [1im f(x)r.

r—ra
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= Raiz: }Eg Vix)= n/il_r}r}l f(z) (si f(x) > 0 paran par).

Limites notables (fundamentales)

senx

= lim =1.
x—0 €T
., 1—cosx
= lim —— =
x—0 x

, 1\
« lim <1+> = €.
r—00 X

Limites al infinito

= lim — =0.

1
» lim — =0(paran > 0).

z—o00 7

) oo sin>m
. anm"‘_i_...
s lim —— =

P sin=m
0

sin <m

C.ar Algebra booleana y tablas de verdad

Postulados del algebra booleana

= Los valores posibles son 0y 1, es decir falso (F) y verdadero (V).
» Operadores bsicos: AND (-), OR (+), NOT (A 0 = A).

» Elemento neutro para AND: A -1 = A.

» Elemento neutro para OR: A + 0 = A.

= Elemento complemento: A- A= 0,4+ A= 1.

Leyes fundamentales del algebra booleana
= Idempotencia: A+ A=A4,A- A=A
= Conmutatividad: A+ B=B+ A, A-B=B-A.
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= Asociatividad: (A+ B)+C=A+ (B+C),(A-B)-C=A-(B-(C).

= Distributividad: A- (B+C)=A-B+A-C,A+B-C=(A+B)-(A+ ().
= Absorcion: A+ A-B=A,A-(A+ B) = A.

= DeMorgan:W:Z+§,m:Z~§.

= Doble negacidn: A=A

Compuertas logicas y sus tablas de verdad

Compuerta A B S A* B* s*
AND (A - B) 0 0 0 F F F
AND (A - B) 0 1 0 F vV F
AND (A - B) 1 0 0 v F F
AND (A - B) 1 1 1 v vV vV
OR (A + B) 0 0 0 F F F
OR (A + B) 0 1 1 F v vV
OR (A + B) 1 0 1 vV F vV
OR (A + B) 1 1 1 v vV vV
NOT (4) 0 -- 1 F - Vv
NOT (A) 1 -- 0 vV -- F
XOR (A @ B) 0 0 0 F F F
XOR (A @ B) 0 1 1 F vV vV
XOR (A @ B) 1 0 1 vV F vV
XOR (A @ B) 1 1 0 vV vV F
NAND (A - B) 0 0 1 F F vV
NAND (A - B) 0 1 1 F vV v
NAND (A - B) 1 0 1 v F vV
NAND (A - B) 1 1 0 v vV F
NOR (A + B) 0 0 1 F F vV
NOR (A + B) 0 1 0 F vV F
NOR (A + B) 1 0 0 v F F
NOR (A + B) 1 1 0 vV v F

Algebra booleana en la practica
= Los circuitos digitales se construyen combinando compuertas logicas.
= Las tablas de verdad permiten verificar el comportamiento de cualquier circuito.

= Elalgebra booleana es la base de la electrénica digital y de la logica de programacion.
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GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO

Principios fundamentales de la geometria

Principios generales del razonamiento matematico, formulados por Euclides:

Nota: En la formulacion de estas “Nociones”, Euclides empleaba el término “magnitud” en un
sentido abstracto, para referirse a cualquier entidad (niimeros, entidades geométricas, figuras,
etc.) capag de ser comparada, igualada n operada dentro del razonamiento matemdtico.

Nocién Comin 1 (propiedad transitiva de la igualdad): magnitudes que son iguales a
una misma magnitud, son iguales entre si.

Nocién Comun 2 (uniformidad de la suma): si a magnitudes iguales se afiaden magnitudes
iguales, los totales son iguales.

Nocién Comin 3 (uniformidad de la resta): si de magnitudes iguales se restan magnitudes
iguales, los restos son iguales.

Axiomas elementales adicionales:

1. El espacio tiene infinitos puntos, rectas y planos.

2. El plano tiene infinitos puntos y rectas.

3. La recta tiene infinitos puntos.

4. Por un punto pasan infinitas rectas.

s. Por una recta pasan infinitos planos.

6. Por tres puntos no alineados pasa un tinico plano.

7. Si dos puntos pertenecen a un plano, la recta que pasa por esos dos puntos también se
encuentra en el mismo plano.

Axioma de existencia de la recta: por dos puntos distintos pasa una inica recta.

Axioma de existencia de la circunferencia: dado un punto y una distancia, existe una cir-
cunferencia con ese centro y radio.

Axioma de medicion de segmentos: todo segmento puede ser medido y su longitud es un
namero real positivo.

Axioma de la desigualdad triangular: en todo tridngulo, la suma de las longitudes de dos
lados cualesquiera es mayor que la longitud del lado restante.

Postulado de las paralelas (Euclides): por un punto exterior a una recta pasa exactamente
una recta paralela a ella.

Los postulados de Euclides son los principios fundamentales a partir de los cuales se construye la
forma sistemdtica de razonamiento que caracteriza al pensamiento matemdtico como ciencia
abstracta.
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7, angulo 6 en rad)

D.. Figuras planas: perimetros, areas y elementos
Figura Perimetro Area Elementos /
Observaciones
Cuadrado (lado a) 4a a® Diagonal: d = av2
Rectangulo (base b, 2(b+ h) b-h Diagonal:
altura h) d = vVb% + h?
b-h
Triangulo (base b, a+b+c 5 Semiperimetro:
altura h) _atb+ec
)
3 3
Triangulo equilatero 3a £CLQ Altura: h = £a
4 2
(lado a)
-b
Triangulo rectingulo a+b+c aT Pitagoras: ¢ = a? + b*
Paralelogramo (base 2(a+1b) b-h Lado oblicuo: a
b, altura h)
dy - dsy I
Rombo (lado a, 4a > @ =3 /d7 + d5
diagonales d1, d3)
B+Db)-h
Trapecio (bases B,b, | B+b+11 41 ( +2 ) l1, l5: lados oblicuos
altura h)
B+b)-h
Trapecio isosceles B+ b+ 2l ( +2 ) l=1/h%+ (BT_Z’)2
(bases B, b, altura h)
; T aap 7
Poligono regular (n n-a 5 Angulo central:
lados, lado a, ) — 360°
apotema a,,) on
Circulo (radio 1) 2mr 2 Diametro: D = 2r
[
Sector circular (radio 2r + 10 57“2 Longitud de arco:

L=r6
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D.2.

Figuras del espacio: areas, volamenes y elementos

lados, lado a, altura

h)

Figura Area total Volumen Elementos /

Observaciones
Cubo (arista a) 6a? a3 Diagonal: d = av'3
Prisma recto (Ap: 2Ap + Alseeral Ay h Volumen = 4rea base x
area base, h: altura) altura

MG a
Prisma regular (n 24, +n-a-h Ay - h Ay=—"71
2
lados, lado a, altura
h)
Cilindro (radio r, 27112 + 27rh 7r2h Area lateral:
altura h) Ap =2nrh
Cilindro hueco 21m(R? —1?)+ | m(R?*—7?)h | R:exterior, r: interior
(radios R, 7, altura h) 2n(R+r)h
Cono (radio r, altura w2 4+ 1rg }mgh g=+r2+ h2
h, generatriz g) 3
Cono truncado m(R? + 1% + 17Th(R2 + |g=+vh>+(R—1)?
(radios R, 7, altura h, (R+71)g) Rr +12)
generatriz g)
Esfera (radio r) 42 ém"3 Area del circulo
3 méaximo: A = 7r?
Pirimide (Ap: drea Ap + Aleral Ay - h Volumen = 1 area base
base, h: altura) x altura
. n-a-ap 1

Pirdmide regular (n Ap + — gAb -h ap: apotema de la

pirimide

Tetraedro regular
(arista a)

V3a?

4 caras triangulares
equilateras

(arista a)

12

Octaedro regular 2v/3a? 3 3 8 caras triangulares
(arista a) equilateras

5(3 5
Icosaedro regular 5v/3a2 wcﬁ 20 caras triangulares

equilateras
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D.3. Teoremas geométricos fundamentales

Teorema de Pitagoras: en un tridngulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es igual a
la suma de los cuadrados de los catetos: ¢ = a? + b2.

Teorema de Tales: si varias rectas paralelas cortan a dos rectas secantes, los segmentos corres-
pondientes son proporcionales.

Teorema de la bisectriz: la bisectriz de un 4ngulo divide al lado opuesto en segmentos pro-
porcionales a los lados adyacentes.

Teorema de la altura: en un tridngulo rectingulo, la altura sobre la hipotenusa cumple:
h? = m - n,dondem y n son las proyecciones de los catetos sobre la hipotenusa.

Teorema del cateto: en un tridngulo rectangulo, cada cateto es media proporcional entre la
hipotenusa y su proyeccién sobre ella: a2=c-mb:=c-n.

Teorema de Menelao: en un tridngulo ABC), una recta transversal corta a los lados AB,

AD BE CF
BC'y CAenlos puntos D, E'y F respectivamente, entonces: DB BC FA- 1.
Teorema de Ceva: en un tridngulo ABC, las cevianas AD, BE'y C'F son concurrentes si y
| .'BD_C’E.AF_
solo si: ¢ EA FB -
Ley de cosenos (Pitagoras generalizado): en cualquier trisngulo, ¢ = a? + b? —
2ab cos C.

Suma de angulos internos de un triangulo: o + 3 4 v = 180° = 7 radianes.
Suma de angulos internos de un poligono de n lados: S = (n — 2) - 180°.

Suma de angulos externos de un poligono convexo: S, = 360°, constante para todo
poligono convexo.

, . ; n(n — 3)
Nuamero de diagonales de un poligono de n lados: D = —
. 360°
Angulo central de un poligono regular de n lados: 0 = —.

n
. —2)-180°
Angulo interior de un poligono regular de n lados: o« = u
n

Teorema de los 4ngulos inscritos: un angulo inscrito en una circunferencia es igual a la
mitad del arco que subtiende.

Teorema de las cuerdas: si dos cuerdas AB y C'D se cortan en un punto P interior a la

circunferencia, entonces: PA - PB = PC - PD.

Teorema de la tangente y la secante: desde un punto exterior P, si se trazan una tangente
y una secante: PT? = PA- PB.

Teorema de las secantes: desde un punto exterior P, si se trazan dos secantes que cortan a
la circunferenciaen A, By C, D, entonces: PA - PB = PC' - PD.

Formula de Euler para poliedros convexos: C'+ V = A + 2, donde C es el nimero de
caras, V el de vértices y A el de aristas.
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D.4. Geometria analitica

Distancia entre dos puntos:

d=+/(z2—21)2+ (y2 — 11)2

Punto medio de un segmento:

M= iL’1+l’2’y1+y2
2 2

Pendiente de una recta:
Y2 — 1
m="—"=
T2 — T1

Ecuacion de la recta (pendiente-intercepto):
y=mx—+b
Ecuacién de la recta (punto-pendiente):
y =y =m(x— 1)
Ecuaci6n general de la recta:
Ar+By+C=0

Condicion de paralelismo: m; = mao.
Condicion de perpendicularidad: m; - mg = —1.
Circunferencia con centro (h, k) y radio r:

(= h)?+(y—k)* =1

Elipse con centro (h, k):
(=1 =k
a? + Bz 1

Paribola con vértice (h, k):
(y — k)? = 4p(x — h)  (horizontal)
(x—h)? =4p(y — k) (vertical)
Hipérbola con centro (h, k):

(x—h)? (y—k? _

a? b2 1
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TRIGONOMETRIA

E.a. Razones trigonométricas fundamentales

En el tridngulo rectingulo que se muestra a la derecha, los lados que forman el ngulo recto
se denominan cateros. Para el angulo 0, el lado opuesto es el catero opuesto y el lado contiguo
es el cateto adyacente. Con esta nomenclatura, definimos:

Funcion | Definicion (razon de lados)
Cateto Opuesto
sen 0 _
hipotenusa
050 cate.to adyacente
hipotenusa
Cateto Opuesto
tan 6 _
cateto adyacente
cateto adyacente
cot 6 -
cateto opuesto
hipotenusa Hipotenusa
sec 6 _ Cateto opuesto
cateto adyacente
csc hipotenusa 9
cateto opuesto ]
Cateto adyacente
E.2. Identidades pitagoricas
sen?f +cos’f =1 (E.x)
1+ tan? 6 = sec? 0 (E.2)
1+cot?6 =csc? 6 (E.3)
E.3. Paridad (simetria)
sen(—60) = —sené (E.4)
cos(—6) = cos b (Es)
tan(—0) = —tané (E.6)
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E.4. Formulas de suma y diferencia de angulos

sen(a 4+ b) = senacosb + cosasenb (E.7)
sen(a — b) = senacosb — cosasenb (E.8)
cos(a + b) = cosacosb —senasenbd (E.9)
cos(a — b) = cosacosb + senasenbd (E.10)
tana + tanb
t b —_ E.
an(a +b) = 1—tanatanb (E-n)
tana — tanb
t —b)=——-—— E.
an(e —b) 1+ tanatanbd (B12)
E.s. Formulas del angulo doble
sen(20) = 2senf cosé (E.3)
c0s(260) = cos? § —sen® ) = 2cos’*H — 1 =1 — 2sen? 4 (E.14)
2tand
tan(20) = ——— E.
an(20) T tanZ0 (E.15)
E.6. Formulas del angulo medio
0 1 —cosé
2 — _
sen (2> 5 (E.16)
0 1+ cosf
2 (=) = ——— E.
cos <2> 2 (E17)
0 1—cosf sen ¢
tan (2) - senf  14-cosf (E8)

E.7. Ley de senos

Para cualquier tridngulo con lados a, b, ¢ y dngulos opuestos A, B, C, se cumple que las razo-
nes entre cada lado y el seno de su 4ngulo opuesto son iguales al didmetro de la circunferencia
circunscrita:
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a b ¢
send  senB  senC

donde R es el radio de la circunferencia circuns-
crita al tridngulo.

2R

E.8. Ley de cosenos

Considerando el mismo tridingulo ABC de la figura de laley de senos, se cumplen las siguien-
tes relaciones:

2 =a%+b%>—2abcosC
a? = b2 4+ % — 2bccos A

b2 = a? + ¢ — 2accos B

La ley de cosenos generaliza el teorema de Pitagoras: si el angulo C' = 90°, entonces cos C' =
0y la primera férmula se reduce a 2 =a’®+ b2

E.9. Identidades trigonométricas adicionales

Suma a producto (factorizacion)

sen A 4+ sen B = 2sen (A—;—B> cos (A;B) (E19)
senAsenB2c05<A;B)sen (A2B) (E.20)
cos A + cos B = 2cos (A+B)cos (A;B (E.21)
cos A — cos B = —2sen <A—;B)sen (A;B> (E.22)
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Producto a suma

sen Acos B = %[sen(A + B) +sen(A — B)]
cos Asen B = %[SGH(A + B) —sen(A — B)]
cos Acos B = %[COS(A + B) + cos(A — B)]

sen Asen B = %[COS(A — B) — cos(A + B)]
Angulo triple

sen30 = 3send — 4sen’ 0
cos30 = 4cos® 6 — 3 cos b

o 3
tan 30 — 3tand — tan” 0

1—3tan?0
Reduccion de potencia

sen? ) — 1 —cos26

2
cos2f — 14 cos 26

2
tan2 0 — 1 —cos26
1+ cos26

Angulos complementarios y suplementarios

cos g —0) =send
sen(m — ) = send
cos(m —0) = —cos b
sen(m + 0) = —sen
cos(m + 6) = —cos b

(E.33)

(E-34)
(E.35)
(E36)
(E37)
(E.38)
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Anexo F

VECTORES

F.1. Notacion

= Un vector se denota como v o 7.

» Enelplano: v = (v, vy).

» Enelespacio: v = (v, Uy, ;).

= Vectores unitarios: i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0, 1).

= Vector unitario: Vv =

vl

A%

F.2. Operaciones fundamentales

Operacion Expresion
Suma u+ v = (uy + Uy, Uy + Vy, U + V)
Resta u— v = (Uy — Uy, Uy — Vy, Uy — V)

Multiplicacién por escalar

ev = (Cug, cvy, Cv;)

Magnitud

IVl = /o3 + 03 + 02

Producto escalar

UV = UgUy + UyVy + u,v, = |Jul|||v] cosé

Producto vectorial

U X V= (Uyl, — UzVy, UsUp — Uy, Ugly — UyVy)

Moédulo del producto cruz

[ux v = [[ul][[v]/sen 6

F.3. Propiedades importantes

= Producto escalar: conmutativo, distributivo y se anula si los vectores son perpendiculares

(u-v=0).

= Producto vectorial: anticonmutativo (U X v = —v x u)y perpendicular a ambos.

= Dos vectores son paralelossiu X v = 0.
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F.4. Aplicaciones fisicas de vectores

Cinematica

Posicién: r(t) = z(t)i+ y(t)j + z(H)k

_ dr
T dt
_dv
T odt

Velocidad: v (¢)

Aceleraciéon:  a(t)

Dinamica

Segunda ley de Newton:
Fuerza gravitacional:

Fuerza eléctrica:

Fuerza de Lorentz:

Fuerza de resorte:

Cantidades de movimiento

Momento lineal:
Impulso:
Momento angular:

Torque:

=zi+yj+ 2k
d*r T
= —F =71 z
dr2 Yl

(F.9)
(F.10)
(F.u)

(F.r2)
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Energia y trabajo

Trabajo: W = /F -dr (F.i3)
aw
Potencia: P=——=F-v (F.14)
dt
1
Energia cinética: E, = §mv2 (F.1s)
Tabla resumen de aplicaciones vectoriales
Cantidad fisica Expresion vectorial Unidades (SI)
Posicion r=zi+yj+zk m
d
Velocidad v = C(l; m/s
Aceleracién a= di‘tf m/s*
Cantidad de movimiento | p = mv kg-m/s
Fuerza F=ma N
Momento angular L=rxp kg:m?/s
Torque T=rxF N-m
Trabajo W =F-Ar J
Potencia P=F- v W
F
Campo eléctrico E=— N/C
q
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Anexo G

NUMEROS COMPLEJOS

G.1. Representaciones

Un namero complejo z = a + jb puede representarse como un punto en el plano comple-
jo, donde el eje horizontal es la parte real y el vertical la parte imaginaria. El médulo 7 es la
distancia al origen y el argumento 6 es el angulo con el eje real positivo.

Forma Expresion
Rectangular | z =a+ jb,conj =+/—1
Polar z =r(cosf + j senf)
Exponencial z=rel?
Mobdulo r=|z| = Va2 + b2
Argumento | 8§ = arg(z) = atan2(b, a)

G.2. Operaciones basicas

Operacion Expresion

Suma (a+jb)+ (c+jd)=(a+c)+jb+d)

Resta (a+jb)— (c+jd)=(a—c)+jb—d)

Multiplicaciéon (a+ jb)(c+ jd) = (ac — bd) + j(ad + bc)
a+jb _ (a+jb)(c—jd)

Division et id g

Conjugado z*=a—jb

Producto por conjugado | z - 2* = a? + b = ||z||?
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G.3. Formulas fundamentales

A continuacion se presentan las férmulas mas importantes que relacionan las distintas repre-
sentaciones de los niimeros complejos y sus operaciones.

Concepto / Formula Expresion matematica
Férmula de Euler e’? = cosf + j senf
J0 -0 70 _ _—j0

Identidades de Euler cosf = %, senf = %

: : J
Teorema de De Moivre (red?)m = e = r™ (cosnf + j sennd)
Potencia de un complejo 2" =r"el" = " (cos(nf) + j sen(nf))
Raices n-ésimas 2, = r/med @2k /n e =01, n—1
Raices de la unidad wp =2/ e =01,...,n—1
Logaritmo complejo Inz=Inr+j(0+2nk), keZ
Conjugado en forma polar z=re Y

Nota: En el logaritmo complejo, el valor principal se obtiene con k& = 0y suele denotarse
Log z = Inr + j0, donde 0 es el argumento principal (—7 < 0§ < ).

G.4. Ejemplos de operaciones con nimeros complejos

Los siguientes ejemplos muestran paso a paso las operaciones mas comunes y la conversién
entre formas.
Ejemplo 1: Paso de rectangular a polar

Dado z = 3 + 4j:

r=llell = V82 42 = V25 =5

0 = arg(z) = atan2(4,3) ~ 0,9273 rad ~ 53,13°
Por tanto: )
z = 5(c0s0,9273 + j sen0,9273) = 5l 0927
Ejemplo 2: Paso de polar a rectangular

Dado z = 2¢I™/3;

1 3
z:2(cos§+jsen§):2<2+j\2[>:1+j\/§

Su conjugadoesz =1 — ]\/g
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Ejemplo 3: Multiplicacion en forma polar y rectangular
Calcular (3 + 45)(1 + 2j):
= Forma rectangular:

(3+45)(1425) = 3-14+3-2j+4j-1+4j-2j = 3+6j+4j+8j2 = 3+10j—8 = —5+10;

= Forma polar: Primero convertimos cada factor: 3 + 45 = 5e/%9273 1 4 25 =
V5 i 11071 gl producto es:

5. /5 el (0:9273+1,1071) _ 5. /= j2,0344

Comprobamos que esta forma coincide con —5 + 10j.

Ejemplo 4: Raices complejas

Calcular las dos raices cuadradas de z = —1 (es decir, v/ —1).

Escribimos —1 =1 - 7. Aplicando la férmula de raices:

2 = 11/2€j(ﬂ+2ﬂk)/2, k= 0, 1

Es decir:
20 = IT/2 = 7, 2, = eI(T/24m) _ pi3m/2 —j

Por supuesto, las soluciones son j y —j.

Ejemplo s: Raiz cabica de la unidad
Las tres raices ctibicas de 1 son:
wp = 2R3k =0,1,2

que explicitamente son:

Nota sobre el argumento

En la prictica, para calcular el argumento de un nimero complejo se usa la funcién
atan2(b, a), que devuelve el 4ngulo en el cuadrante correcto, a diferencia de arctan(b/a)
que solo da el cuadrante I o IV.
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Anexo H

MATRICES Y SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES

Este anexo presenta los conceptos fundamentales del dlgebra matricial y su aplicacion directa
en laresolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Las matrices son una herramienta indispen-
sable en el andlisis de sistemas dinimicos, control, circuitos eléctricos, mecanica estructural y
practicamente cualquier 4rea que requiera manejar multiples variables interrelacionadas.

H.r. Definicion y tipos de matrices

Definicion

Una matriz es un arreglo rectangular de nimeros dispuestos en filas y columnas. Se denota
generalmente con una letra maytscula en negrita:

a11 a2 -+ Gln

a1 A2 -t A2p
A =

Am1 Am2 e Amn

donde a;; es el elemento que ocupa la fila 7 y la columna j. Se dice que A es de tamafio m X n
(m filas, n columnas).

Tipos particulares

Tipo Caracteristica

Matriz fila 1 X n (una sola fila).

Matriz columna m X 1 (una sola columna).

Matriz cuadrada m = n (mismo nimero de filas y columnas).

Matriz diagonal Cuadrada con a;; = O parai # j.

Matriz identidad Matriz diagonal con todos los elementos de la diagonal

iguales a1. Se denota I.

Matriz nula Todos sus elementos son cero. Se denota 0.

Matriz triangular superior | a;; = 0 parad > j.

Matriz triangular inferior | a;; = 0 parad < j.

Matriz simétrica Cuadraday a;; = aj; paratodo, j.
Matriz antisimétrica Cuadraday a;; = —ay; (implica a;; = 0).
Matriz ortogonal Cuadraday ATA = AAT =1
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H.2. Operaciones con matrices

Suma y resta
Dos matrices A y B del mismo tamano se suman (o restan) elemento a elemento:

(A + B)ij = Q45 + bij
Multiplicacion por un escalar
(kJA)” =k- A4

Producto de matrices

El producto AB est4 definido si el nimero de columnas de A es igual al nimero de filas de
B.SiAesm x pyBesp x n,entonces C = AB esm X ny su elemento ¢;; es:

Cij = ZP: ikbr;
k=1
Propiedades (cuando las operaciones estin definidas):
= Asociativa: (AB)C = A(BC).
= Distributiva: A(B 4+ C) = AB + AC.

= No conmutativa: en general AB # BA.

Transpuesta de una matriz

La transpuesta de A (denotada A7) se obtiene intercambiando filas por columnas:
(AT)ij = aji

Propiedades:

AT =A, (A+B)T =AT+BT, (kA)T =kAT, (AB)T =BTA”

H.3. Determinante de una matriz cuadrada

El determinante es un nimero asociado a toda matriz cuadrada que proporciona informacién
sobre su invertibilidad y sobre la independencia lineal de sus filas/columnas.
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Determinante de orden 2

a b
det <c d> =ad — be

Determinante de orden 3 (regla de Sarrus)

ail a2 ais
det | @21 a2 a3 | = a11a22a33+012023031+013G21G32—013022031 —A12021 033 —011023032
azi1 asz ass

Propiedades fundamentales del determinante
= Siuna fila (o columna) es combinacién lineal de las demas, el determinante es cero.
= Sise intercambian dos filas (o columnas), el determinante cambia de signo.

= Sise multiplica una fila (o columna) por un escalar k, el determinante queda multiplicado

por k.

= det(AB) = det(A) - det(B).
s det(AT) = det(A).

» det(I) = 1.

H.4. Matriz inversa

Una matriz cuadrada A es invertible (o no singular) si existe una matriz A ~! tal que:
AAT'=ATTA=1

La inversa existe si y solo si det(A) # 0.

Calculo de la inversa (método de la adjunta)

_ 1 .
A= der(a) AUA)

donde adj(A.) es la matriz adjunta, formada por los cofactores transpuestos. Para una matriz
2% 2:
_fa b 1 d —b
A_(c d) - A _adbc(c a)
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Propiedades de la inversa

- (AT = A

= (AB)~! = B~ A~! (siambos son invertibles).
« (A7)~ = (AT,

u det(A_l) = m.

H.s. Rango de una matriz

El rango de una matriz A es el nimero maximo de filas (o columnas) linealmente indepen-
dientes. Coincide con el orden del mayor menor no nulo que se puede extraer de la matriz. Se

denotarg(A).

Propiedades
» rg(A) < min(m,n).

= Elrango no cambia al realizar operaciones elementales de fila (intercambiar filas, multipli-
car una fila por un escalar no nulo, sumar a una fila un multiplo de otra).

» Una matriz cuadrada de tamafio n es invertible si y solo sirg(A) = n.

H.6. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas 1, T2, . . ., Tp, se escribe como:
a1171 + a12T2 + -+ + A1, Tp = by
a2121 + ag2x2 + - -+ + a2 Ty = by
Am1T1 + Am2Z2 + -+ AppTn = bm

En forma matricial:

AX =B
donde
a1 ai2 - Qln T1 b1
a21 a2 -+ G2pn T2 bo
A= , X = ., B=
Am1 Am2 et Amn Tn bm
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H.7. Métodos de solucion

Eliminacién de Gauss

Consiste en transformar la matrizampliada [A | B] en una matriz triangular superior (o esca-
lonada) mediante operaciones elementales de fila. Luego se resuelve el sistema por sustitucién
regresiva.

Eliminacion de Gauss-Jordan

Continta el proceso hasta obtener la forma escalonada reducida (matriz identidad en la parte
de A), de modo que la solucion se lee directamente en la tltima columna.

Regla de Cramer (para sistemas con A cuadrada e invertible)

Cada incognita x; se calcula como:

o det(Al)
~ det(A)

T
donde A; es la matriz que se obtiene al reemplazar la columna ¢ de A por el vector B.

Uso de la matriz inversa
Si A es cuadrada e invertible, la solucidén Ginica es:

X=A"'B

H.8. Clasificacion de sistemas (Teorema de Rouché-
Frobenius)

Sea A la matriz de coeficientes (tamafio m X n)y [A | B] la matriz ampliada. Entonces:

Condicion Tipo de sistema

rg(A) =rg([A|B])=n Sistema compatible determinado (solucién tinica).
rg(A) =rg([A|B]) <n Sistema compatible indeterminado (infinitas
soluciones, con n — rg grados de libertad).

rg(A) <rg([A | B]) Sistema incompatible (no tiene solucion).
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H.9. Ejemplos ilustrativos

Ejemplo 1: Sistema 2x2

92 -
z+3y =38 L oA 2 3 . B- 8
r—y=-1 1 -1 -1

det(A) = 2(—1) — 3(1) = —5 #£0
1 (-1 -3 1/5 3/5
AT = <—1 2 > - <1/5 —2/5>

x4 (- () -0

Solucién: x = 1,y = 2.

Ejemplo 2: Sistema 3x3 (regla de Cramer)

r+y+z2=6

2r—y+2=3

r+2y—z2=3

1 1 6
A=|2 -1 1|, B=|3

1 2 -1 3

det(A) =1((-1)(-1)—1-2) = 1(2(-1) = 1-1) +1(2-2—(-1) - 1)
=1(1-2)—1(=2—-1)+1(4 +1)
=-1+4+3+5=7

6 1 1 1 6 1 1 1 6
Ai=1(3 -1 1|, A,=12 3 1], As3={(2 -1 3
3 2 -1 1 3 -1 1 2 3
Calculando los determinantes:

det(A;) =7, det(As) =14, det(A3)=21

Por lo tanto:
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Ejemplo 3: Calculo de determinantes

Determinante de orden 2:

2 -1
det(3 4>_2~4(1)-3_8+3—11

Determinante de orden 3 (regla de Sarrus):

1 2 3
det [ -1 0 4 | =1-0-(—2)+2-4-243-(—=1)-1-3-0-2—2-(—1)-(=2) —1-4-1
2 1 -2

=0+16-3-0—-4—-4=5

Propiedad importante: Si una fila (o columna) es combinacion lineal de las demas, el deter-
minante es cero. Por ejemplo, en la matriz

1 2 3
2 4 6],
-1 0 1

la segunda fila es el doble de la primera, por lo que su determinante es 0.

H.ro. Aplicaciones en ingenieria y sistemas dinamicos

= Andlisis de circuitos eléctricos: las leyes de Kirchhoft dan lugar a sistemas lineales que se
resuelven por métodos matriciales.

= Resolucion de ecuaciones diferenciales lineales: los sistemas de EDO lineales se repre-
sentan en forma matricial X = Ax + Bu, y la solucién involucra exponenciales de matri-
ces.

= Control moderno: las ecuaciones de estado y la controlabilidad/observabilidad se estu-
dian mediante el 4lgebra de matrices.

= Mecanica estructural: el método de rigideces utiliza matrices para calcular desplazamien-
tos y fuerzas en estructuras.

= Procesamiento de seiales e imagenes: las transformadas lineales (Fourier, wavelet, etc.)
se apoyan en operaciones matriciales.
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Anexo I

LEYES Y PRINCIPIOS FISICOS FUNDAMENTALES

I.1. Mecanica clasica

Ley / Principio Formula Descripcion
Primera ley de >F=0 Un cuerpo en reposo o MRU
Newton permanece asi si la fuerza neta es cero.
Segunda ley de S>F=ma La fuerza neta es igual a masa por
Newton aceleracion.
Tercera ley de Fio = —-Fo Accion y reaccion: fuerzas iguales y
Newton opuestas.

L)
Ley de gravitacién F=G — Fuerza de atraccién entre dos masas.
universal r
Cantidad de p=mv Producto de masa por velocidad.
movimiento

Conservacion del

Z Pinicial = Z Pfinal

En sistema aislado, el momento total se

momento conserva.

Trabajo mecanico W = j F - dr Energia transferida por una fuerza.

Energfa cinética E.= %va Energia asociada al movimiento.

Energia potencial E, =mgh Energia por altura en campo

gravitacional gravitacional.

Energia potencial E, = %k‘xQ Energia almacenada en un resorte.

elastica

. dw . .

Potencia P = r =F- v Rapidez de transferencia de energia.

Friccion (cinética) Fy = pupN Fuerza de rozamiento entre superficies
en movimiento relativo.

Friccion (estatica) F, < pusN Fuerza maxima de rozamiento antes de
que el movimiento comience.

Momento angular L=rxp Medida de la inercia rotacional de un
cuerpo.

Teorema del Wheto = AFE, El trabajo total realizado sobre un

trabajo-energia cuerpo es igual al cambio en su energia
cinética.

muv?
Fuerza centripeta F. = " Fuerza dirigida hacia el centro de una

trayectoria circular.
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L.2. Oscilaciones y dinamica
Ley / Principio Férmula Descripcion
Ley de Hooke F=—kx Fuerza proporcional a la deformacion.
Amortiguamiento Fy=—ct Fuerza resistente proporcional a la
viscoso velocidad.
Masa-resorte- mi+ci+kx = F(t) | Modelo de segundo orden.
amortiguador
Dinamica Yor=Ia Anilogo rotacional de la segunda ley de
rotacional Newton.
Torque T=rxF Capacidad de una fuerza para producir
rotacion.
Energfa cinética E,. = %I w? Energia asociada a la rotacion.
rotacional
I.3. Electricidad y circuitos
Ley / Principio Formula Descripcion
Ley de Ohm V=IR Tension proporcional a corriente y
resistencia.
Potencia eléctrica P= VIV 5 I’R = Tasa de disipacion de energa.
R
Ley de Kirchhoff > Lenia = D Lale Conservacién de la carga en un nodo.
(corrientes)
Ley de Kirchhoff V=0 Conservacion de la energia en una malla.
(voltajes)
Capacitor Q=CV Carga proporcional a la tension.
Corriente en I1=C % Corriente proporcional a la variacién de
capacitor tension.
dI . . .
Inductor V= LE Tension proporcional a la variacion de
corriente.
Ley de Coulomb F =k [ 32‘ Fuerza entre cargas puntuales.
r
Ley de Faraday E=— % Fem inducida por variacion de flujo
magnético.
Ley de Lenz -- La corriente inducida se opone al

cambio de flujo.
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I.4. Fluidos y termodinamica

continuidad

Ley / Principio Férmula Descripcion
F
Presién P== Fuerza por unidad de 4rea.
A
. K . .
Principio de Pascal — == La presion se transmite en todas
A A direcciones.
Principio de Fp=prgVy Empuje igual al peso del fluido
Arquimedes desalojado.
Ecuacién de Ajv1 = Agvg Conservacion del caudal.

Ecuacién de

1
P+ 5/)02 + pgh =

Conservacion de la energia en fluidos.

Bernoulli Constante
Primera ley de AU=Q-W Conservacién de la energia en sistemas
termodinamica térmicos.
Segunda ley de AS >0 La entropia de un sistema aislado nunca
termodinidmica disminuye.

Ls. Elasticidad y materiales
Relacioén Férmula Descripcion
Ley de Hooke o= FEe Esfuerzo proporcional a la deformacion
(elasticidad) unitaria.
Modelo lineal de y=Kzx+b Relacién lineal entre entrada y salida.
medicién
Modelo calibrado y= Kz Modelo sin desplazamiento.
ideal
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Anexo ]

FUNDAMENTOS DE CALCULO

Este anexo presenta los conceptos fundamentales del calculo diferencial e integral, asi como
sus conexiones con las ecuaciones diferenciales y la transformada de Laplace. Su propésito
es ofrecer una vision general que oriente al lector sobre las herramientas matematicas que
subyacen al anilisis de sistemas dinamicos.

Jx.  ¢Qué es el calculo?

El célculo es la rama de las matematicas que estudia el cambio y la acumulacién. Se divide en
dos areas principales:

= Calculo diferencial: estudia la tasa de cambio instantinea (derivadas).

= Calculo integral: estudia la acumulacién de cantidades (integrales).

Ambas estan unificadas por el Teorema Fundamental del Célculo, que establece que la deri-
vacibén y la integracién son operaciones inversas.

El calculo es la base de la fisica, la ingenieria, la economia y practicamente todas las ciencias
que modelan fendémenos continuos.

J.2. Laderivada: cambio instantaneo
Definicioén intuitiva

La derivada de una funcién f(z) en un punto x mide cémo cambia f cuando z varia ligera-
mente. Es la pendiente de la recta tangente a la curva y = f(z) en ese punto.

Definiciéon formal

Interpretacion fisica

d
» La derivada de la posicion respecto al tiempo es la velocidad: v = d—gtc
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dv
dt’

» En general, la derivada describe cualquier tasa de cambio: crecimiento poblacional, flujo

» La derivada de la velocidad respecto al tiempo es la aceleracion: a =

de calor, corriente eléctrica, etc.

Derivadas de funciones elementales (referencia)

4
dxr

- di(x”) = na" ! (regla de la potencia)
x

(¢) = 0(derivada de una constante)

d
= —(senx) = cosz

dz
. %(cosx):—senx
. %(ex):em
- %(lnx):%

Reglas de derivacion
» Regla de la suma: %[f(:c) +g(@)] = f'(x) + ¢ ()

Regla del producto: i[f(x) ~g(@)] = f(z)g(z) + f(z)g (x)

dx
f(fv)} f'(@)g(z) — f(z)g'(z)

d
Regla del cociente: — {

dz | g(z) l9()]?
= Regla de la cadena: %[f(g(:v))] = f'(g(x)) - g'(x)

J.3. Laintegral: acumulacion

Definicién intuitiva

La integral de una funcién f(z) en un intervalo [a, b] representa el 4rea bajo la curva y =

f(z) desde x = a hastaxz = b.
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Definicion formal (integral de Riemann)

b n
| rayds = tim > flai)as
donde la suma se toma sobre particiones del intervalo [a, b].

Interpretacion fisica

» Laintegral de la velocidad respecto al tiempo es el desplazamiento: Az = [ v(t) dt.
= Laintegral de la aceleracién es el cambio de velocidad: Av = [ a(t) dt.

» Laintegral de una tasa de flujo es la cantidad acamulada.

Integral indefinida (antiderivada)

La integral indefinida es la operacién inversa de la derivada:
/f(x) dr = F(z) +C donde F'(x)= f(z)

La constante C' aparece porque la derivada de cualquier constante es cero.

J-4. El Teorema Fundamental del Calculo

Este teorema es el puente entre el calculo diferencial y el integral. Consta de dos partes:

Primera parte (existencia de antiderivadas)

Si f es continua en [a, b}, entonces la funcién

Fz) = / "y at

es derivable en (a,b) y F'(z) = f(x). Es decir, toda funcién continua tiene una antide-
rivada.

Segunda parte (evaluacion de integrales)

Si F es cualquier antiderivada de f, entonces

b
| t@)de=F®) - Fl@
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Importancia del teorema
= Permite calcular integrales definidas encontrando antiderivadas.
= Establece que la derivaci6n y la integracién son operaciones inversas.

= Esla base de la mayoria de las aplicaciones del cilculo en ciencias e ingenieria.

J.s.  ¢Queé es una ecuacion diferencial?

Definicion general

Una ecuacién diferencial es una ecuaciéon que relaciona una funcién desconocida con una o
mas de sus derivadas.

Clasificacion

» Ecuacion diferencial ordinaria (EDO): involucra derivadas respecto a una sola variable
independiente.

» Ecuacion diferencial parcial (EDP): involucra derivadas respecto a dos o mas variables
independientes.
Orden de una ecuacién diferencial

El orden es el de la derivada mas alta que aparece en la ecuacién.
Ejemplos clasicos

d
= Crecimiento exponencial: d—gz = ky (solucion: y(t) = yoe*?)

2

= Oscilador arménico: ﬁf + w2z = 0 (solucidén: z(t) = A cos(wt) + B sen(wt))

dT
= Ley de enfriamiento de Newton: i —k(T — Tomp)

dpP P
= E ion logistica: — =rP |1 — —
cuacion logistica =" < K)

= Ecuaciones de Maxwell: gobiernan el electromagnetismo (EDP).

= Ecuacion de Schrédinger: gobierna la mecanica cuntica (EDP).
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Importancia de las ecuaciones diferenciales
= Modelan practicamente todos los fenémenos dindmicos en la naturaleza.
= Son la base de la fisica, la ingeniera, la biologfa y la economia.

= Resolver una ecuacién diferencial es encontrar la funcion que la satisface, lo que general-
mente implica integrar.

J.6. La relacion entre derivada, integral y ecuacion dife-

rencial
Concepto Relacion
Derivada Describe el cambio instantineo.
Integral Describe la acumulacién.
Teorema Fundamental Conecta derivada e integral como operaciones inversas.
Ecuacién diferencial Iguala una funcién con sus derivadas.
Resolver una EDO Implica integrar (encontrar la funcién original).

En este sentido, la derivada y la integral son operaciones inversas, y las ecuaciones diferenciales
combinan ambas para modelar sistemas complejos.

J.7. ¢Qué es la transformada de Laplace?
Definicién

La transformada de Laplace es una herramienta matematica que convierte funciones del do-
minio del tiempo (t) al dominio de la frecuencia compleja (s):

L{f(t)} / f(t)e™* dt

Propiedades fundamentales

Linealidad: L{af(t) + bg(t)} = aF(s) + bG(s)
Derivada: L{f'(t)} = sF(s) — ( )
Derivada segunda: L{f"(t)} = s*>F(s) — sf(0) — f'(0)

Integral: £ {fo dT} = ()

S
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Transformadas de funciones elementales (referencia)

. {1} = -

S

n!
Sn+1

1

s—a

. L{t"} =

" ﬁ{eat} =

a
52 + a2
s
52 4+ a?

» L{sen(at)} =

» L{cos(at)} =
= L£{4(t)} = 1 (impulso unitario o delta de Dirac)

1
« L{u(t)} = 3 (escalén unitario de Heaviside)

¢Para qué sirve?

= Convierte ecuaciones diferenciales en ecuaciones algebraicas.

= Facilita la resolucion de sistemas lineales con condiciones iniciales.
» Esla base del analisis de sistemas de control y circuitos eléctricos.

= Permite trabajar con funciones discontinuas (usando la funcién escal6n).

Proceso general de resolucion
1. Aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion diferencial.
2. Resolver la ecuacion algebraica resultante para Y (s).

3. Aplicar la transformada inversa £~ 1 {Y(s)} para obtener y(t).

J.8. Teoremas importantes del calculo

Teorema del valor medio para derivadas

Si f es continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe ¢ € (a, b) tal que

f(b) — f(a)

7o =1
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Teorema del valor medio para integrales

Si f es continua en [a, b], entonces existe ¢ € [a, b] tal que
b
[ f@da =00~ 0

Teorema de Rolle

Si f es continua en [a, b], derivable en (a, b) y f(a) = f(b), entonces existe ¢ € (a, b) tal
que f'(c) = 0.

Regla de L’Hopital

e f(z) . .0 o0
Silim,_,, = es una forma indeterminada 0 0 —, entonces
00

9()
f(z)

tim 7 _ g L@
z—a (3;') z—a g (aj)

siempre que el limite del cociente de las derivadas exista.

Teorema de Taylor

Una funcién suficientemente diferenciable puede aproximarse localmente por un polinomio:

1) = @) + f@)e—a) + T a2 LD oy

Teorema de la funcion inversa

Si f/(a) # 0, entonces f tiene una funcion inversa local alrededor de a, y

Teorema de la funcion implicita
Si F'(z,y) = 0 define implicitamente a y como funcién de z, y 0F /9y # 0, entonces

dy  OF/0x
dr  OF/oy
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J.9. Resumen conceptual integrado

Concepto Idea fundamental

Derivada Mide la rapidez de cambio instantineo (pendiente de la
tangente).

Integral Mide la acumulacioén de una cantidad (4rea bajo la curva).

Teorema Fundamental Conecta derivada e integral como operaciones inversas.

Ecuacién diferencial Relaciona una funcién con sus derivadas; modela sistemas
diniamicos.

Transformada de Laplace Convierte ecuaciones diferenciales en algebraicas.

Teorema del valor medio Garantiza la existencia de un punto con pendiente
promedio.
Teorema de Taylor Permite aproximar funciones mediante polinomios.

J.10. Conexion con el resto de la obra

Los conceptos presentados en este anexo son la base matematica de gran parte del desarrollo
del libro. La derivada, la integral y las ecuaciones diferenciales aparecen en:

= Fisica: leyes de Newton, circuitos eléctricos, termodinamica.
= Control: funciones de transferencia, estabilidad, respuesta temporal.
» Sistemas dinamicos: modelado y anilisis.

» Instrumentacion: respuesta de sensores, acondicionamiento de senales.

La transformada de Laplace es especialmente relevante en el anlisis de sistemas lineales inva-
riantes en el tiempo (SLIT), como se estudia en los capitulos de control.

Este anexo sirve como guia conceptual; las féormulas detalladas y aplicaciones especificas se
desarrollan en los capitulos correspondientes.
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CONCEPTOS ESENCIALES DE CONTROL

K.1. Funcion de transferencia

Y(s)
G =
(s) 06s)
K.2. Sistemas elementales
Sistema Funcion de transferencia
Ganancia constante | K
K
Integrador puro .
Derivador ideal Ks
_ K
Primer orden
s+ 1 .
Kw;
Segundo orden m
K.3. Conexiones de bloques
Configuracion Funcién de transferencia equivalente
Serie Geg = G1G2
Paralelo (suma) Geqg =G1+ G2
G
Retroalimentacion negativa | Geq = T +GG I
R I . .. a. —
etroalimentacion positiva «=1_Gof
K.4. Lazo cerradoy error
Y(s) G(s) E(s) 1
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K.s. Controladores PID

Tipo | Funcioén de transferencia

P C(s) =K,

I C(s) = %

D C(S) = de

K;
PD C(s) = K, + Kgs
PID C(S) = Kp + — + de
1 de(t)
u(t) = K, {e(t) + T /e(t) dt + Ty i
K.6. Ecuacion caracteristica y estabilidad
1+G(s)H(s) =0
Re(éz) <0

K.7. Comportamiento dinamico en el tiempo

Concepto Relacioén

1

Escalén unitario | R(s) = —

s
Impulso unitario | £{6(¢)} =1

Valor final lim; oo f(t) = limg_y0 sF(s)

Valor inicial limy o+ f(t) = limg_y 00 SF(S)
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ECUACIONES DE MAXWELL

Las ecuaciones de Maxwell son cuatro ecuaciones fundamentales que unifican la electricidad
y el magnetismo en una sola teoria: el electromagnetismo. Constituyen la base de la teoria
electromagnética clasica y describen el comportamiento de los campos eléctricos y magnéticos
en la materia y en el vacio.

L.1.

Las cuatro ecuaciones de Maxwell

Nombre Ecuacion Significado fisico
Ley de Gauss ?{ E - -dA = % Las cargas eléctricas son la fuente del
(eléctrica) £o campo eléctrico.
Ley de Gauss f B-dA =0 No existen monopolos magnéticos;
(magnética) el flujo magnético es siempre cero.
d®
Ley de Faraday f E-dl=- TtB Un campo magnético variable crea
un campo eléctrico.
Ley de 7{ B.dl= Las corrientes y los campos eléctricos
Ampere-Maxwell Dy variables crean campos magnéticos.
pol + pogo I

L.2.

Forma vectorial (diferencial) de las ecuaciones

Ley Forma vectorial (diferencial)
Gauss (eléctrica) V-E= eﬁ
Gauss (magnética) V-B= (())
Faraday VXE= L]

ot
Ampere-Maxwell V x B = pod + poco—

ot

L.3.

De las ecuaciones de Maxwell se deduce que los campos eléctrico y magnético se propagan

como ondas:

Ecuacion de onda electromagnética

Anexo * 49




Anexos * Ecuaciones y Leyes Matemdticas y Fisicas

O’E 0°B
2 v2 —
V°E = Ho€o 12 ; B= HoEo 12

donde ¢ = es la velocidad de la luz en el vacio.

Ho€o

L.4. Explicacion de las ecuaciones de Maxwell

= Unifican la electricidad y el magnetismo en una sola teorfa.

= Son compatibles con la teoria de la relatividad.

» Establecen que la velocidad de la luz es constante en el vacio.

» Predicen la existencia de ondas electromagnéticas (luz, radio, microondas, etc).

= Son la base de toda la tecnologia moderna: comunicaciones, electronica, dptica, etc.

L.s. Conexion con el resto de la obra
Las ecuaciones de Maxwell:

= Se expresan en términos de campos vectoriales (Anexo F).
= Involucran derivadas parciales y ecuaciones diferenciales (Anexo J, antiguo I).
= Son la base de la teoria electromagnética (Anexo I, antiguo H).

= Utilizan constantes fundamentales como €, f y c.

Las ecuaciones de Maxwell representan una de las culminaciones de la fisica clésica, el punto
en el que las matematicas y la naturaleza convergen en un mismo lenguaje. Con ellas cerramos
este recorrido, desde los fundamentos matematicos hasta las leyes que describen los fenéme-
nos fisicos que rigen la naturaleza. Un recorrido en el que cada ecuacién ha sido un puente
entre la abstraccién y la realidad.

§99
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Epilogo 2026

Has concluido este libro.

Al llegar a estas paginas, el autor espera haber cumplido el propésito que
dio origen a la obra: presentar los fundamentos de los sistemas dindmicos
mediante una secuencia légica y coherente, demostrando que las
matematicas, las distintas ramas de la fisica, la instrumentacién y la teoria de

control no son saberes aislados, sino partes de una misma realidad.

Con frecuencia, estas disciplinas se estudian por separado, como si
pertenecieran a mundos independientes. Como consecuencia de esa
fragmentacién, suelen percibirse como conocimientos excesivamente
abstractos o completamente inconexos. Sin embargo, la practica de la
ingenierfa demuestra lo contrario: los problemas no conocen batreras
tedricas. Comprender un sistema exige integrar conceptos, hilar ideas y
reconocer que la variedad de métodos, técnicas y procedimientos

convergen en un propdsito comun: entender para actuar.

Si eres estudiante, tal vez este libro te haya permitido advertir, antes de
terminar tu formacién, que las asignaturas no son compartimentos
estancos, sino etapas de un mismo proceso intelectual. Si no eres
estudiante, pero buscas entender la fisica, las matematicas y sus aplicaciones
sin incurrit en tecnicismos innecesarios, y al concluir este libro has
alcanzado tus objetivos de comprension, asociacion y reflexion, entonces

en ambos casos este libro habra cumplido su propdsito.

Aprender matematicas y fisica no consiste en memorizar formulas, sino en
entender sus interrelaciones y principios. Una ecuacioén aislada parece un
mero artificio algebraico; una ecuacién comprendida e integrada dentro de

un marco conceptual se convierte en un instrumento para interpretar la
realidad.
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La ingenierfa es, ante todo, una disciplina de aplicaciéon del conocimiento
orientada a la resolucién de problemas. Toda idea que pretende ser una
soluciéon se genera a partir de la facultad de observar, razonar vy
comprender. Visto asi, el conocimiento no debe ser solamente una
acumulacién de datos, sino una estructura sistematica que resulte en un
pensamiento de mayor claridad y discernimiento, a fin de entender un
mundo donde el orden y el caos coexisten; pero cuyos sistemas pueden ser

intencionalmente transformados.

Cada conocimiento adquirido altera la manera en que observamos el
entorno y, a partir de ese momento, comprender deja de constituir un
ejercicio meramente contemplativo para convertirse en una herramienta de
responsabilidad, pues toda herramienta tecnolégica lleva consigo una

dimensién ética que ninguna ciencia puede ignorar.

A lo largo de este libro se ha presentado el concepto de transformacion
como un principio fundamental presente en la fisica, las matematicas
y la teoria de control. Una transformacion, en su sentido mas general, es
el proceso mediante el cual un estado o sistema pasa de una representacion
a otra (por ejemplo, del dominio del tiempo al dominio de la frecuencia)
para revelar propiedades que permanecian ocultas en su formulacién

original.

En este contexto, las representaciones matematicas del sistema, como la
funcién de transferencia obtenida mediante la transformada de Laplace,
permiten describir el comportamiento de un proceso mediante una
formulacién formal que conserva las dependencias causales relevantes para
su analisis, al tiempo que simplifica el tratamiento matematico. Esta
simplificacién no es arbitraria; responde a la necesidad de hacer manejable
la complejidad inherente a los sistemas fisicos, los procesos industriales, los

sistemas biolégicos y los modelos econémicos y financieros.
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Cuando el sistema ha sido definido, modelado y comprendido, puede ser
monitoreado, controlado, mejorado, modificado o evolucionado. Las
perturbaciones, el ruido de medicién y las incertidumbres paramétricas
pueden ser identificados, mitigados o tolerados mediante estrategias de
control adaptativas y resilientes. El comportamiento del sistema queda
entonces controlado cuando estas variables son anticipadas y ajustadas

adecuadamente.

Al concluir este libro, es posible asentar una enseflanza de la ingenierfa:
toda representacion del sistema no es el fin, sino el medio para
intervenir en la realidad con rigor y transformar el sistema con

critetio.

Finalmente, el autor te anima a seguir aprendiendo, pues ningin
conocimiento posee caracter definitivo y ninguna explicacioén es absoluta.
Cada nuevo aprendizaje genera nuevas interrogantes y cada solucion

encuentra siempre nuevos desafios por resolver.

Quiza el futuro de la vida en la Tierra no dependa unicamente de la
capacidad para crear tecnologfas incrementalmente mas sofisticadas, sino de
la aplicacion de estas tecnologias bajo preceptos tales como la
responsabilidad, la sensatez y el sentido comun, de modo que contribuyan a
la construccién de un mundo donde el progreso se mida también por su

capacidad para preservar la vida, la libertad, la dignidad y la razoén.

Para futuras revisiones de este trabajo, asi como para consultar otras
b
publicaciones sobre tecnologfa, ingenieria y filosoffa, puede visitar mi blog:

https://codingforwar.home.blog
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#include <string>
#include <iostream>

#define TX1 "N-~#vr{r!-p#vgn |{-qr-zv9-uvpvr |{-}|!voyr-zv-s|
znpv | {-'-nyr{\"n |{-zv-v{\"r r!-}| -plz} r{gr -ry-z#{qglG-"
#define TX2 "NO_3TUZ"

#define TX3 "QO 9ROTIROUIYOUIZNOUIR 09Y 09T O9ZON3NON"

#define TX4 "Ngrzn!-n-~#vr{r!-} |g#pr{9-} r!r $n{9-\" n{!zv\"r{-
'“\" n{!s| zn{-ry-pl{lpvzve{\"[9-"-p#'n!-nppv|{r!-} |z#rSr{-ry-}
[t r!|- r!'}|{!noyr9-yn-$vnovyvgng-qry-s#\"# |-'-yn-|o!r $n{pvn-
gqr-yr'r!-s#{gnzr{\"ngn!-r{-} vi{pv}iv|!-gr-w#!\"vpvn;"

char fx(char x) { return ((x - 32 - 13 + 95) % 95) + 32; }
std::string T (const char* S) {

std::string R = S;
for (char& x : R) 1if (x >= 32 && x <= 126) x = fx(x);

return R;

}

int main() {
std::cout << "--AGRADECIMIENTOS--" << std::endl;
std::cout << T(TX1l) << T(TX2) << std::endl;
std::cout << "--DEDICATORIA--" << std::endl;

std::cout << "A:" << T(TX3) << std::endl;
std::cout << T(TX4) << std::endl;

std::cout << "--ATTE--" << std::endl;
std::cout << "Arcenio Brito H." << std::endl;
return 0O;

} /)= et

/***

Algoritmo: Desplazamiento modular de 40 unidades sobre el
conjunto de caracteres ASCII imprimibles (95 simbolos)

f(x) = ((x - 40) mod 95) + 32
T(S) = f(x); x € [32, 126]
donde:
S = (cl, ¢c2, ..., cn) es la cadena de texto de entrada
[32, 126] =-> cbébdigos numéricos ASCII imprimibles
ASCII imprimibles -> (' '=32,'A'=65,...,'a'=97,...'~'=126)
***/
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Simbolismo de la portada

Q

uetzalcoat!l emerge del entramado matemdtico no como teotl, sino como
huella de una verdad antigua: toda civilizacion, toda casa y todo linaje se
alzan sobre la raiz del conocimiento, como el drbol sobre la tierra que lo
sustenta.

Toda ciudad de obsidiana y pluma oscila entre el orden que la erige y el caos
que la erosiona. Cuando las sombras eclipsan la luz, cuando el canto
enmudece y la lanza se vuelve contra la piedra que la sostiene, el equilibrio
se quiebra y la tierra tiembla bajo nuestros pies. Solo el conocimiento, flecha
que no se desvia; solo la razén, escudo que no se quiebra; solo la disciplina,
Jade que no se astilla, pueden devolver [a piedra a su sitio y restaurar la
armonia.

Este libro nace de esa cosmovision, de esa palabra que los abuelos confiaron
al fuego: el orden no se hereda, se cincela sobre la piedra del tiempo. No
perdura por inercia, sino por el temple de la voluntad de aquellos que elevan
la lanza, levantan el escudo y sostienen la casa del mundo mientras la noche
reclama sus muros, para que el amanecer vuelva a encontrarla en pie, firme
como el maiz que resiste la sequia y reverdece con la [luvia.




Apéndice E —
Configuracién de Impresion

Se recomienda imprimir el
contenido en papel tamafio carta
(216 x 279 mm).

Una vez impreso, las hojas deberan
recortarse a un tamano final de 230
X 170 mm (alto X ancho), como se
muestra en la Figura E1y en las
capturas de pantalla de
configuracion.

Figura E1. Configuracion de la
hoja de impresién

Unidades mm

Configuracién — Margenes

Configurar pégina

(Wirgeres || papd | Disefio

Wrgeres
Superior: 20.5mn 3
Tzquierdo: 256mm 3
Encuadernaciéni |5 mm 3

Horizon:al

Péginas
Varias péginas:

Vista previa
aplear a:
Tods el documento

=
E

Irferior;  25mm

Derecho: 25 mm >

4y

Posicién del margen inzme: | Leauicrda

Nermal v

205

230

25

170
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Configuracion — Papel

Configurar pigina

Mérgenes | Fape | Disefio

Tanafio del pael:

Origen del papel

Vista previa
fplicar a:
Todo &l documsnte

Opgiones de impresion, .

Tamsfio persanal
Anche: 170
Alo: 2mn

Config

Configurar pagina

racion — Disefio

Wirgerms | Papel |{ D
Secidn

Empegar seccid:

Encabezados y pes dz pagina
[¥] Pares & impares dferentes
[ Prmera pagna difersnte

Desde el borde:
Pagna

Alneacidn yertizal:
Vista previa

Aplicar a:
[ o & documenta

Predsterming. ..

fardes...

Pagna meva v

Encabezado: [12.5 mm B

Fie de pagina: [12.5 m s

Superiar w

Aceptar Cancelar
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2026-08-04 2.0 2 FSD-FMTC-v2.0-r2c1.pdf
2026-07-31 1.1 rl FSD-FMTC-v1.1-rlcl.pdf

2007-05 1.0 t0 PFMTC-v1.0.pdf




FSD-FMTC
Componentes del ensamblado
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Documento A B Total Version Settings
A1l - Portada.doc 1 2 2 1.1 S, LC
A2 - Presentacion.doc 1 2 2 1.1 N
A3 - Prologo.doc 1 4 4 1.1 N
A4 - Changelog.doc 1 2 2 1.1 N
A5 - Prefacio.doc 1 2 2 1.0 S,LB
A6 - Portada-2007.doc 1 2 2 1.0 S, LB
A7 - Notacion.doc 1 2 2 1.0++ N
B1 - Tabla de Contenido 1 4 4 1.0++ S, LB
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C2 - Bloques Funcionales de Sistemas Fisicos.doc 11 146 36 1.0 N
C3 - Modelado de Sistemas Dinamicos.doc 147 172 26 1.0 S, NL
C4 - Sistemas de Contro.doc 173 196 24 1.0 N
C5 - Instrumentos de Control.doc 197 224 28 1.0 N
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D1 - Epilogo.doc 1 4 4 1.1 S, LB
D2 - Bibliografia.doc 1 2 2 1.0++ N
D3 - Dedicatoria.doc 1 2 2 1.0++ -
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Todo cuanto existe se manifiesta en el cambio; y en el cambio
se revela el principio que permanece. Comprender ese
principio es el primer paso para conocer |a naturaleza.
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